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Ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë j äëÿ êîòîðûõ a ≤ j ≤ b, ãäå a, b � öåëûå, íàçûâàåòñÿ
îòðåçêîì è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç [a, b].

Îòðåçêè âèäà [a1, a2), [a2, a3), . . ., ãäå a1 < a2 < a3 < . . . < an íàçûâàþòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíûìè.

×èñëî ñòîëáöîâ (ñòðîê) ìàòðèöû M íàçûâàåòñÿ åå äëèíîé (âûñîòîé) ñîîòâåòñòâåííî.
Íàáîð (a1, a2, . . . , an) � ïîêðûòèå ìíîæåñòâà a = a1 ∪ a2 ∪ . . . ∪ an. ai � êîìïîíåíòû

ïîêðûòèÿ, n � ðàíã (äëèíà).
Ðàçáèåíèå � ïîêðûòèå èç íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ.
Ïîêðûòèå, â êîòîðîì íè îäíà èç êîìïîíåíò íå ñîäåðæèòñÿ â äðóãîé êîìïîíåíòå (â îáú-

åäèíåíèè îñòàëüíûõ êîìïîíåíò) ñ÷èòàåòñÿ íåïðèâîäèìûì (òóïèêîâûì) ñîîòâåòñòâåííî.
Ôóíêöèþ f , îïðåäåëåííóþ íà ìíîæåñòâå An è ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà D

(ìíîæåñòâà A) áóäåì íàçûâàòü n-àðíîé (n-ìåñòíîé) ôóíêöèåé èç ìíîæåñòâà A âî ìíîæå-
ñòâî D (ñîîòâåòñòâåííî íàä ìíîæåñòâîì A) îò ïåðåìåííûõ x.

Îòíîøåíèå, îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè ðåôëåêñèâíîñòè, òðàíçèòèâíîñòè è àíòèñèììåòðè÷-
íîñòè, áóäåì, êàê îáû÷íî, íàçûâàòü îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà.

Åñëè t � îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå A, òî ïàðó (A, t) áóäåì íàçûâàòü
÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.

Åñëè ëþáûå äâà ýëåìåíòà A ñðàâíèìû, òî A � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî.
Ïîä äèñêðåòíîé ôóíêöèåé ïîíèìàþò, îáû÷íî, îòîáðàæåíèå îäíîãî êîíå÷íîãî ìíîæå-

ñòâà â äðóãîå. Òàê, ôóíêöèÿ íàä îòðåçêîì [0, k), ãäå k ≥ 2 íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé k-çíà÷íîé
ëîãèêè, ( ïðè k = 2 � àëãåáðû ëîãèêè) à ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ôóíêöèé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
Pk.

Ïåðåìåííàÿ xi íàçûâàåòñÿ íåñóùåñòâåííîé ïåðåìåííîé ôóíêöèè f åñëè f(a) = f(b)
äëÿ ëþáûõ îòëè÷àþùèõñÿ òîëüêî ïî xi íàáîðîâ α è β èç An. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåìåííàÿ
xi íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîé ïåðåìåííîé ôóíêöèè f .

Ôóíêöèÿ f ñóùåñòâåííî (íåñóùåñòâåííî) çàâèñèò îò ïåðåìåííîé xi, åñëè xi � ñóùåñòâåííàÿ
(ñîîòâåòñòâåííî íåñóùåñòâåííàÿ) ïåðåìåííàÿ ôóíêöèè f .

f � cóùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, åñëè îíà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âñåõ ñâîèõ ïåðåìåííûõ.
Ëþáàÿ ïåðåìåííàÿ xj � ôîðìóëà ãëóáèíû 0 íàä ìíîæåñòâîì áàçèñíûõ ôóíêöèé Á,

èíäóêòèâíî ãëóáèíà ðàñòåò, âñå ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå èíäóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ çàïèñè �
ôîðìóëû íàä Á.

Âñå ôîðìóëû, ïîëó÷åííûå íà ýòàïå èíäóêöèè � ïîäôîðìóëû, íà ïîñëåäíåì � ãëàâíûå
ïîäôîðìóëû.

Ñëîæíîñòü (ðàíã) ôîðìóëû � ÷èñëî âõîæäåíèé â íåå ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ (ñèì-
âîëîâ ïåðåìåííûõ).

Ôîðìóëû F ′ è F ′′, ðåàëèçóþùèå ðàâíûå ôóíêöèè, íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè. F ′ =
F ′′ � òîæäåñòâî.

Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, ðåàëèçóåìûõ íàä Á � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà Á.
Ìíîæåñòâî ïîëíîå, åñëè åãî çàìûêàíèå ñîâïàäàåò ñ Pa.
Áàçèñ � êîíå÷íîå ïîëíîå â Pa ìíîæåñòâî.
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Ìíîæåñòâî Bn, ãäå B = 0, 1 è n ∈ N , òî åñòü ìíîæåñòâî íàáîðîâ äëèíû n èç 0 è 1, îáû÷íî
íàçûâàþò åäèíè÷íûì êóáîì èëè ãèïåðêóáîì ðàçìåðíîñòè n.

Íàáîðû, íàõîäÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè n � ïðîòèâîïîëîæíûå, îòëè÷àþùèåñÿ â îäíîì ðàç-
ðÿäå � ñîñåäíèå (ïî i-é ïåðåìåííîé).

Ìíîæåñòâî íàáîðîâ êóáà Bn, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè t (íå áîëüøå, ÷åì t) îò íàáîðà
α, íàçûâàåòñÿ ñôåðîé (ñîîòâåòñòâåííî øàðîì) ðàäèóñà t ñ öåíòðîì α.
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Íà ìíîæåñòâå Bn îáû÷íûì îáðàçîì ââåäåì îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ≤ òàêîå, ÷òî
α = (α1, . . . , αn) ≤ β = (β1, . . . , βn) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà αi ≤ βi ïðè âñåõ i. Íàáîðû
ñâÿçàííûå ýòèì îòíîøåíèåì íàçûâàþòñÿ ñðàâíèìûìè.

Äëÿ íàáîðà y = (y1, . . . , yn) äëèíû n íàä ìíîæåñòâîì [0, 2] ÷åðåç Γy îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî
âñåõ òåõ íàáîðîâ α = (α1, . . . , αn) êóáà Bn, äëÿ êîòîðûõ αi = yi ïðè âñåõ i, ÷òî yi 6= 2. Γy �
ãðàíü êóáà Bn, êîëè÷åñòâî �2� â íàáîðå = (n− r) � ðàçìåðíîñòü ãðàíè, r � ðàíã.

ÔÀË f îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîæåñòâîì, êîòîðîå
ñîñòîèò èç âñåõ íàáîðîâ α òàêèõ, ÷òî f(α) = 1, è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Nf .

Ôóíêöèè xi è x̄i áóäåì íàçûâàòü áóêâàìè ÁÏ xi. Êîíúþíêöèÿ (äèçúþíêöèÿ) r, 1 ≤ r ≤ n,
áóêâ ðàçëè÷íûõ ÁÏ èç ìíîæåñòâà X(n) íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèåé (ñîîòâåò-
ñòâåííî ýëåìåíòàðíîé äèçúþíêöèåé) ðàíãà r îò áóëåâûõ ïåðåìåííûõ X(n).

Äèçúþíêöèÿ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé � äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ
ôîðìà.

Êîíúþíêöèÿ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé � êîíúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ
ôîðìà.

Ñîâåðøåííà, åñëè åå ÝÊ (ÝÄ) ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò îäíèõ è òåõ æå ÁÏ, à èõ ðàíã �
÷èñëî ÁÏ.

×èñëî ÝÊ (ÝÄ) � äëèíà ÄÍÔ (ÊÍÔ).
Ëåììà. Ñîâåðøåííàÿ ÄÍÔ ÔÀË f, f ∈ P2(n), ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ÄÍÔ îò ÁÏ X(n),

êîòîðàÿ ðåàëèçóåò ýòó ÔÀË, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âî ìíîæåñòâå Nf íåò ñîñåäíèõ
íàáîðîâ.

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî ó ýòîé ÔÀË íåò ãðàíåé ðàçìåðíîñòè
áîëåå 0. �

Ñëåäñòâèå. Ñîâåðøåííûå ÄÍÔ ÔÀË ln, l̄n ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè ÄÍÔ ýòèõ ÔÀË îò
ÁÏ X(n).
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ÔÀË f ′ èìïëèöèðóåòÔÀË f ′′, èëè, èíà÷å, ÔÀË f ′′ ïîãëîùàåòÔÀË f ′, åñëè Nf ′ ⊆ Nf ′′ ,
òî åñòü èìïëèêàöèÿ (f ′ → f ′′) òîæäåñòâåííî ðàâíà 1.

Ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ, êîòîðàÿ èìïëèöèðóåò ÔÀË f , íàçûâàåòñÿ èìïëèêàíòîé ýòîé
ÔÀË.

ÄÍÔ âèäà f(x1, . . . , xn) = K1 ∨ . . . ∨Ks = U áóäåì íàçûâàòü íåïðèâîäèìîé, åñëè ñîîò-
âåòñâóþùåå åé ïîêðûòèå ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì, òî åñòü íè îäíà èç ãðàíåé NK1

, . . . , NKs íå
ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîé èç äðóãèõ ãðàíåé ïîêðûòèÿ. Íà �ÿçûêå èìïëèöèðóåìîñòè� ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî íè îäíà èç ÝÊKi, i ∈ [1, s], íå ÿâëÿåòñÿ èìïëèêàíòîé ÝÊ Kj , ãäå j ∈ [1, s] è i 6= j.

Èìïëèêàíòà Ê ÔÀË f íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé èìïëèêàíòîé ýòîé ÔÀË, åñëè îíà íå ïîãëî-
ùàåòñÿ íèêàêîé äðóãîé îòëè÷íîé îò íåå èìïëèêàíòîé ÔÀË f .

Äèçúþíêöèÿ âñåõ ïðîñòûõ èìïëèêàíò ÔÀË f íàçûâàåòñÿ åå ñîêðàùåííîé ÄÍÔ.
Òåîðåìà.Ïóñòü U ′ è U ′′ � ñîêðàùåííûå ÄÍÔÔÀË f ′ è f ′′ ñîîòâåòñòâåííî, à íåïðèâîäèìàÿ

ÄÍÔ U ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóëû U ′ ·U ′′ â ðåçóëüòàòå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ.
Òîãäà U � ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ ÔÀË f = f ′ · f ′′.

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Äîêàæåì, ÷òî â U âõîäèò ëþáàÿ ïðîñòàÿ èìïëèêàíòà f . ∀K �
ïðîñòîé èìïëèêàíòû f : K � èìïëèêàíòà f ′ è f ′′. Â U ′, U ′′ åñòü K ′, K ′′, êîòîðûå èìïëèöèðó-
þòñÿ K. Â U âîéäåò èìïëèöèðóåìàÿ K ′ ·K ′′ ÝÊ K̄. K èìïëèöèðóåò K ′ ·K ′′, ñëåäîâàòåëüíî,
è K̄. K̄ � îäíîâðåìåííî èìïëèêàíòà f è èìïëèöèðóåòñÿ K ⇒ K̄ = K. �

Ñëåäñòâèå. Åñëè íåïðèâîäèìàÿ ÄÍÔ U ïîëó÷àåòñÿ èç ÊÍÔ B ÔÀË f â ðåçóëüòàòå ðàñ-
êðûòèÿ ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ, òî U � ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ ÔÀË f .

Ëþáàÿ ÄÍÔ U ′, êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü èç ÄÍÔ U ïóòåì ôîðìèðîâàíèÿ â íåé ñ ïîìî-
ùüþ òîæäåñòâ àññîöèàòèâíîñòè è êîììóòàòèâíîñòè ïîäôîðìóë âèäà xiK

′∨x̄iK ′′, ïðèìåíåíèÿ
ê ýòèì ïîäôîðìóëàì òîæäåñòâà îáîáùåííîãî ñêëåèâàíèÿ xiK

′ ∨ x̄iK ′′ = xiK
′ ∨ x̄iK ′′ ∨K ′K ′′

è ïîñëåäóþùåãî ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ, íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåíèåì ÄÍÔ U .
Ðàñøèðåíèå U ′ ÄÍÔ U ñ÷èòàåòñÿ ñòðîãèì, åñëè U ′ ñîäåðæèò ÝÊ, íå ÿâëÿþùóþñÿ èìïëè-

êàíòîé íè îäíîé ÝÊ èç U .
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Òåîðåìà. Íåïðèâîäèìàÿ ÄÍÔ ÿâëÿåòñÿ ñîêðàùåííîé ÄÍÔ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíà íå èìååò ñòðîãèõ ðàñøèðåíèé.

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Äîêàæåì, ÷òî, åñëè ÄÍÔ íåïðèâîäèâàÿ è íå èìååò ñòðîãèõ ðàñ-
øèðåíèé, òî îíà ñîäåðæèò âñå ïðîñòûå èìïëèêàíòû f . Ðàññìîòðèì ÝÊ k ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà
èç ìíîæåñòâà òåõ èìïëèêàíò f , êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ èìïëèêàíòàìè íè îäíîé ÝÊ èç U . Ïî-
ñêîëüêó åå ðàíã ñòðîãî ìåíüøå ÷èñëà âñåõ áóêâ, íàéäåòñÿ xi, íå âõîäÿùàÿ â íåå. Ðàññìîòðèì
ÝÊ âèäà xi ·k (x̄i ·k). Îíè ñóòü èìïëèêàíòû íåêîòîðûõ xi ·K ′ (x̄i ·K ′′); K ′, K ′′ ñîñòîÿò èç áóêâ
k. Ïî îáîáùåííîìó ñêëåèâàíèþ, îíà åùå è èìïëèêàíòà K ′K ′′ = K̃, êîòîðàÿ ñàìà èìïëèêàíòà
íåêîòîðîé ÝÊ èç ôîðìóëû. Ïðîòèâîðå÷èå, ò.ê. ïîëó÷èëîñü, ÷òî k � èìëèêàíòà íåêîòîðîé ÝÊ
èç ôîðìóëû.

Ñëåäñòâèå. Èç ëþáîé ÄÍÔ U ÔÀË f ìîæíî ïîëó÷èòü ñîêðàùåííóþ ÄÍÔ ýòîé ÔÀË
â ðåçóëüòàòå ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñòðîãèõ ðàñøèðåíèé è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ äî
ïîëó÷åíèÿ íåïðèâîäèìîé ÄÍÔ, íå èìåþùåé ñòðîãèõ ðàñøèðåíèé.
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ÄÍÔ U , ðåàëèçóþùàÿ ÔÀË f , ÿâëÿåòñÿ òóïèêîâîé ÄÍÔ, åñëè f 6= U ′ äëÿ ëþáîé ÄÍÔ
U ′, ïîëó÷åííîé èç U â ðåçóëüòàòå óäàëåíèÿ íåêîòîðûõ áóêâ èëè öåëûõ ÝÊ.

Ìèíèìàëüíàÿ (êðàò÷àéøàÿ) ÄÍÔ ÔÀË f � ÄÍÔ, êîòîðàÿ èìååò ìèíèìàëüíàÿ ðàíã
(ñîîòâåòñòâåííî äëèíó) ñðåäè âñåõ ÄÍÔ, ðåàëèçóþùèõ f .

Ïåðåñå÷åíèå òóïèêîâûõ ÄÍÔ ÔÀË f � äèçúþíêöèÿ âñåõ ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ èìïëè-
êàíò ýòîé ÔÀË, êîòîðûå âõîäÿò â ëþáóþ òóïèêîâóþ ÄÍÔ ÔÀË f .

Íàáîð α, α ∈ Bn, íàçûâàåòñÿ ÿäðîâîé òî÷êîé ÔÀË f(x1, . . . , xn), åñëè α ∈ Nf è α âõîäèò
òîëüêî â îäíó ìàêñèìàëüíóþ ãðàíü ÔÀË f . Ïðè ýòîì ãðàíü Nk, ÿâëÿþùàÿñÿ ìàêñèìàëüíîé
ãðàíüþ ÔÀË f è ñîäåðæàùàÿ òî÷êó α, ñ÷èòàåòñÿ ÿäðîâîé ãðàíüþ ÔÀË f , à ñîâîêóïíîñòü
âñåõ ðàçëè÷íûõ ÿäðîâûõ ãðàíåé ÔÀË f íàçûâàåòñÿ ÿäðîì ÔÀË f .

Ëåììà. ÄÍÔ ∩T ÔÀË f ñîñòîèò èç òåõ ïðîñòûõ èìïëèêàíò ÔÀË f , êîòîðûå ñîîòâåò-
ñòâóþò ÿäðîâûì ãðàíÿì ýòîé ÔÀË.

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Ïóñòü â òóïèêîâîé íåò èìïëèêàíòû, ñîîòâåòñòâóþùåé ÿäðîâîé
ãðàíè. Òîãäà f = 0 íà ÿäðîâîé òî÷êå (âåäü ïîëó÷èëàñü íåïîêðûòàÿ ÿäðîâàÿ òî÷êà). Çíà÷èò,
ïðîñòàÿ èìïëèêàíòà, ïîêðûâàþùàÿ ÿäðîâóþ òî÷êó, âõîäèò âî âñå òóïèêîâûå ÄÍÔ. Òåïåðü,
ïóñòü K � ïðîñòàÿ èìïëèêàíòà f , íå âõîäÿùàÿ â ÿäðî. Çíà÷èò, åñòü äðóãèå èìïëèêàíòû, êî-
òîðûå ïîêðûâàþò åå åäèíèöû, íàéäåòñÿ òàêàÿ òóïèêîâàÿ ÄÍÔ, â êîòîðîé K íå áóäåò (ìîæíî
âûäåëèòü òóïèêîâîå ïîäïîêðûòèå, íå ñîäåðæàùåå K), â ïåðåñå÷åíèè åå íå áóäåò. �

Ñóììà òóïèêîâûõ ÄÍÔ ÔÀË f � äèçúþíêöèÿ âñåõ òåõ ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ èìïëèêàíò
ýòîé ÔÀË, êîòîðûå âõîäÿò õîòÿ áû â îäíó òóïèêîâóþ ÄÍÔ ÔÀË f .

ÔÀË ÿâëÿåòñÿ ÿäðîâîé, åñëè âñå åå ìàêñèìàëüíûå ãðàíè ÿâëÿþòñÿ ÿäðîâûìè.
ÄÍÔ, ïîëó÷àþùàÿñÿ èç ñîêðàùåííîé ÄÍÔ ÔÀË f óäàëåíèåì òåõ ÝÊ K, äëÿ êîòîðûõ

ãðàíü NK ïîêðûâàåòñÿ ÿäðîì ÔÀË f , íî íå âõîäèò â íåãî, íàçûâàåòñÿ ÄÍÔ Êâàéíà ýòîé
ÔÀË.

Ïó÷îê ÔÀË f ÷åðåç òî÷êó α � Πα(f) � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç α ìàêñè-
ìàëüíûõ ãðàíåé ÔÀË f .

Òî÷êà α, α ∈ N , ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé òî÷êîé ÔÀË f , åñëè íàéäåòñÿ òî÷êà β, β ∈ Nf ,
äëÿ êîòîðîé èìååò ìåñòî ñòðîãîå âêëþ÷åíèå Πβ(f) ⊂ Πα(f).

Ãðàíü NK ÔÀË f íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé ãðàíüþ ýòîé ÔÀË, åñëè âñå òî÷êè NK ðåãó-
ëÿðíû.

Òåîðåìà. Ïðîñòàÿ èìïëèêàíòà K ÔÀË f âõîäèò â ÄÍÔ ΣT òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ãðàíü NK íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé ãðàíüþ ýòîé ÔÀË.

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. ∀ ðåãóëÿðíîé òî÷êè α íàéäåòñÿ íåðåãóëÿðíàÿ β. Ñèñòåìà ãðàíåé
èç âñåõ β ïîêðîåò âñå α. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òóïèêîâîñòüþ. Ïó÷îê íåðåãóëÿðíîé òî÷êè α ñòðîãî
ìåíüøå ïó÷êà ëþáîé òî÷êè β ∈ Nf\Nk (èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî íàøëàñü òàêàÿ ãðàíü NKj ,
êîòîðàÿ ïîêðûëà β, èç ÷åãî ñëåäóåò íåðàâåíñòâî ïó÷êîâ), ãäå k � ãðàíü, ñîäåðæàùàÿ α. Çíà÷èò,
Nk óäàëèòü íåëüçÿ. �

Äëÿ êàæäîé ìàêñèìàëüíîé ãðàíè N ÔÀË f(x1, . . . , xn) ïîëîæèì S0(N , f) = {N}, à çàòåì
èíäóêöèåé ïî r, r = 1, 2, . . . îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Sr(N , f) êàê ìíîæåñòâî âñåõ òåõ ìàêñè-
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ìàëüíûõ ãðàíåé ÔÀË f , êîòîðûå èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå õîòÿ áû ñ îäíîé ãðàíüþ èç
Sr−1(N , f). Sr(N , f) � îêðåñòíîñòü ïîðÿäêà r ãðàíè N ÔÀË f .
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ÔÀË f ëèíåéíî çàâèñèò îò ÁÏ xi (ÁÏ xi ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ÁÏ ÔÀË f), åñëè f(α) 6=
f(β) äëÿ ëþáûõ ñîñåäíèõ ïî ÁÏ xi íàáîðîâ α è β êóáà Bn.

ÔÀË f íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé, åñëè f(α) ≤ f(β) äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ α è β êóáà Bn

òàêèõ, ÷òî α ≤ β.
ÔÀË f ìîíîòîííî çàâèñèò îò ÁÏ xi (ÁÏ xi ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ÁÏ ÔÀË f), åñëè

íåðàâåíñòâî f(α) ≤ f(β) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ ñîñåäíèõ ïî ÁÏ xi íàáîðîâ α è β êóáà Bn

òàêèõ, ÷òî α ≤ β.
Óòâåðæäåíèå. Åñëè ÔÀË f ìîíîòîííî çàâèñèò îò ÁÏ xi, òî íè îäíà èç åå ïðîñòûõ

èìïëèêàíò íå ìîæåò ñîäåðæàòü áóêâó x̄i.
Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Ïóñòü åñòü èìïëèêàíòà x̄iK. Òîãäà íà íàáîðå, êîòîðûé îáðàùàåò

K â 1, è xi = 0, èìïëèêàíòà ðàâíà 1, à íà íàáîðå, ãäå xi = 1 (áîëüøåì, ÷åì ïðåäûäóùèé)
èìïëèêàíòà ðàâíà 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìîíîòîííîñòè.

ÔÀË f êîíúþíêòèâíî (äèçúþíêòèâíî) çàâèñèò îò ÁÏ xi, êîãäà f = xi · g (ñîîòâåò-
ñòâåííî f = xi ∨ g), ãäå ÔÀË g ïîëó÷àåòñÿ èç f ïîäñòàíîâêîé êîíñòàíòû 1 (ñîîòâåòñòâåííî 0)
âìåñòî ÁÏ xi.

ÔÀË f èíìîíîòîííî (èíêîíúþíêòèâíî, èíäèçúþíêòèâíî) çàâèñèò îò ÁÏ xi, åñëè
ÔÀË f(x1, . . . , xi−1, x̄i, xi+1, . . . , xn) çàâèñèò îò xi ìîíîòîííî (ñîîòâåòñòâåííî, êîíúþíêòèâíî,
äèçúþíêòèâíî).

Ñîïîñòàâèì êàæäîìó íàáîðó β ∈ Bn, ìîíîòîííóþ ÝÊ K+
β îò ÁÏ X(n), ñîñòîÿùóþ èç òåõ

è òîëüêî òåõ áóêâ xj , j ∈ [1, n], äëÿ êîòîðûõ β〈j〉 = 1.
Íàáîð α, α ∈ Bn, íàçûâàåòñÿ íèæíåé åäèíèöåé ìîíîòîííîé ÔÀË f, f ∈ P2(n), åñëè

α ∈ Nf è f(β) = 0 äëÿ ëþáîãî îòëè÷íîãî îò α íàáîðà β òàêîãî, ÷òî β ≤ α. Ìíîæåñòâî âñåõ
íèæíèõ åäèíèö ìîíîòîííîé ÔÀË f � N+

f .
Ëåììà. Ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ U ìîíîòîííîé ÔÀË f, f ∈ P2(n), ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé òóïè-

êîâîé ÄÍÔ ýòîé ÔÀË è èìååò âèä U(x1, . . . , xn) =
∨

β∈N+
f

K+
β (x1, . . . , xn). Ïðè ýòîì âñå íàáîðû

èç N+
f ÿâëÿþòñÿ ÿäðîâûìè òî÷êàìè ÔÀË f .

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. K+
β (α) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α ≥ β. Ñëåäîâàòåëüíî,

β � åäèíñòâåííàÿ íèæíÿÿ åäèíèöà K+
β , K

+
β′ èìïëèöèðóåò K

+
β′′ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

β′ ≥ β′′. Ïîëó÷èì, ÷òî K+
β � ïðîñòàÿ èìïëèêàíòà f â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà β ∈ N+

f .
È β � ÿäðîâàÿ òî÷êà f . �

Ñëåäñòâèå. Ìîíîòîííàÿ ÔÀË ÿâëÿåòñÿ ÿäðîâîé ÔÀË.
N = {α1, . . . , αs} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, à R = (N1, . . . ,Np) � ñèñòåìà åãî ïîäìíîæåñòâ,

îáðàçóþùèõ ïîêðûòèå ìíîæåñòâà N . Ñîïîñòàâèì ïàðå (N ,R) ìàòðèöó M,M ∈ Bp,s, äëÿ
êîòîðîé M〈i, j〉 = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà αj ∈ Ni. i-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû M ïîêðûâàåò
åå j-é ñòîëáåö, åñëèM〈i, j〉 = 1. Ñèñòåìà ñòðîê ñ íîìåðàìè èç I, I ⊆ [1, p], îáðàçóåò ïîêðûòèå
ìàòðèöû M , åñëè êàæäûé åå ñòîëáåö ïîêðûâàåòñÿ õîòÿ áû îäíîé ñòðîêîé ñ íîìåðîì èç I,
òî åñòü ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ {Ni}i∈I çàäàåò ïîêðûòèå ìíîæåñòâà N .

Ïîêðûòèå ìàòðèöû M , â êîòîðîì íè îäíà ñòðîêà íå ïîêðûâàåòñÿ äðóãîé ñòðîêîé, ñ÷èòà-
åòñÿ íåïðèâîäèìûì, à ïîêðûòèå, íå èìåþùåå ñîáñòâåííûõ ïîäïîêðûòèé, íàçûâàåòñÿ òó-
ïèêîâûì.

M,M ∈ Bp,s � ìàòðèöà áåç íóëåâûõ ñòîëáöîâ. Ñîïîñòàâèì i-é ñòðîêå, i ∈ [1, p], ìàòðèöûM
ÁÏ yi, à êàæäîìó íàáîðó β, β ∈ Bp, çíà÷åíèé ýòèõ ïåðåìåííûõ y = (y1, . . . , yp), � ìíîæåñòâî
ñòðîê ìàòðèöû M ñ íîìåðàìè èç ìíîæåñòâà I = I(β) ⊆ [1, p], ãäå i ∈ I(β) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà β〈i〉 = 1. ÔÀË F (y), äëÿ êîòîðîé F (β) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà
ñòðîê ìàòðèöûM ñ íîìåðàìè èç I(β) îáðàçóåò åå ïîêðûòèå, �ôóíêöèÿ ïîêðûòèÿ ìàòðèöû
M .

Ëåììà. Ôóíêöèÿ ïîêðûòèÿ F (y1, . . . , yp) ìàòðèöû M,M ∈ Bp,s, áåç íóëåâûõ ñòîëáöîâ
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çàäàåòñÿ ÊÍÔ âèäà: F (y1, . . . , yp) =
s∧
j=1

(
∨

1≤i≤p
M<i,j>=1

yi).

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Ïóñòü Jj � òî, ÷òî â ñêîáêàõ. Jj(β) = 1 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî β ⇔
ìí-âî ñòðîê ñ íîìåðàìè èç I(β) ïîêðûâàþò j ñòîëáåö ⇒ âñÿ ÊÍÔ îáðàùàåòñÿ â 1 òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà I(β) îáðàçóþò ïîêðûòèå. �

Ñëåäñòâèå. Â ðåçóëüòàòå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ èç óïîìÿíóòîé ÊÍÔ
ìîæíî ïîëó÷èòü ñîêðàùåííóþ ÄÍÔ ÔÀË F (y), ïðîñòûå èìïëèêàíòû êîòîðîé âçàèìíî îäíî-
çíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò òóïèêîâûì ïîêðûòèÿì ìàòðèöû M .
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Òåîðåìà. Ïóñòü äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî γ, 0 < γ ≤ 1, â êàæäîì ñòîëáöå ìàòðèöû M,M ∈
Bp,s, èìååòñÿ íå ìåíüøå, ÷åì γ ·p, åäèíèö. Òîãäà ïîêðûòèå ìàòðèöûM , ïîëó÷àåìîå ñ ïîìîùüþ
ãðàäèåíòíîãî àëãîðèòìà, èìååò äëèíó íå áîëüøå, ÷åì d 1

γ ln+(γs)e+ 1
γ . ln+ x = lnx, åñëè x ≥ 1,

ln+ x = 0, 0 < x < 1.
Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Ïóñòü ïîêðûòèå äëèíû q. Ðàññìîòðèì øàã t àëãîðèòìà. δt �

äîëÿ îñòàâøèõñÿ ñòîëáöîâ. Ïîñêîëüêó çà îäèí øàã ìû óäàëÿåì íå ìåíåå îäíîãî ñòîëáöà,
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî: q ≤ t + δt · s. Â ìàòðèöå íà øàãå t âñåãî γpsδt åäèíèö, â ñðåäíåì,
γsδt â ñòðîêå. Òàêèì îáðàçîì, â ìàêñèìàëüíîé ñòðîêå íå ìåíüøå, ÷åì γsδt åäèíèö. Îòñþäà
ïîëó÷àåì sδt+1 = st+1 ≤ st − γsδt = sδt(1 − γ). Ñëåäîâàòåëüíî, δt ≤ (1 − γ)t ≤ e−γt. Âçÿâ
ïàðàìåòð t íóæíûì îáðàçîì, è ïîäñòàâèâ åãî â ïåðâîå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì íåîáõîäèìóþ
îöåíêó.

Ëåììà. Ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ n è m,m ≤ n, â êóáå Bn âñåãäà íàéäåòñÿ ïîäìíîæåñòâî
ìîùíîñòè íå áîëåå, ÷åì n · 2m, ïðîòûêàþùåå âñå ãðàíè ðàíãà m.

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî ãðàíåé ðàíãà m è ñèñòåìó åãî ïîäìíî-
æåñòâ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó α. Ðàññìîòðåòü ìàòðèöó, ñâÿçàííóþ ñ ýòîé ïàðîé è âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ïðåäûäóùåé òåîðåìîé. �
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Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ÄÍÔ � çàäà÷à ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîé â òîì èëè èíîì ñìûñëå
ÄÍÔ äëÿ çàäàííîé ÔÀË.

Íåîòðèöàòåëüíûé ôóíêöèîíàë ñëîæíîñòè ψ îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè,
åñëè ∀ ÄÍÔ U îïðåäåëåíà ñëîæíîñòü ψ(U), ψ(U) ≥ 0, ψ(U ′) > ψ(U ′′), åñëè U ′′ ïîëó÷àåòñÿ èç
U ′ óäàëåíèåì áóêâ èëè ÝÊ.

Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ÄÍÔ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèîíàëà ψ � ïîñòðîåíèå äëÿ ÔÀË
f òàêîé ÄÍÔ U , ÷òî ψ(U) = minψ(U ′), ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ÄÍÔ U ′, ðåàëèçóþ-
ùèì ÔÀË f . Òîãäà U � ìèíèìàëüíàÿ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèîíàëà ψ, çíà÷åíèå ψ(U) �
ñëîæíîñòü f îòíîñèòåëüíî ψ èëè ψ-ñëîæíîñòü.

Ôóíêöèÿ Øåííîíà äëÿ êëàññà ÄÍÔ îòíîñèòåëüíî ψ � ýòî ψ(n) = max
f∈P2(n)

ψ(f), õàðàêòå-

ðèçóåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ψ-ñëîæíîñòè ÔÀË èç P2(n).
Ëåììà. Äëÿ ëþáîãî n, n ∈ N èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ λ(n) = 2n−1 (ýòî äëèíà), R(n) =

n · 2n−1 (ýòî ðàíã).
Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Íèæíèå îöåíêè � èç ñîâåðøåííîé ÄÍÔ ëèíåéíîé. Âåðõíèå � èç

ðàçëîæåíèÿ Øåííîíà ïî âñåì ïåðåìåííûì, êðîìå ïåðâîé (òîãäà ïîëó÷èòñÿ íå áîëåå 2n−1

ñëàãàåìûõ ðàíãîì ≤ n èç-çà òîãî, ÷òî ðàñêëàäûâàåì ïî n− 1 ïåðåìåííîé è åùå îïöèîíàëüíî
óìíîæàåì íà 1 áóêâó) �

Ïóñòü òèïè÷íûå çíà÷åíèÿ ψ(n) ïðèíàäëåæàò [ψ′(n), ψ′′(n)]. Åñëè ψ′(n) è ψ′′(n) àñèìïòî-
òè÷åñêè ðàâíû ψ(n), òî ýòî íàçûâàåòñÿ ýôôåêòîì Øåííîíà. Ó λ(n) è R(n) åãî íå íàáëþ-
äàåòñÿ.

Óòâåðæäåíèå. Ïî÷òè äëÿ âñåõ ÔÀË èç P2(n) âåðíî |Nf | = 2n−1 · (1±O(n · 2−n2 )).
Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Îöåíèòü ìàòîæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ðàâíîé

0 èëè 1 ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè (E = 1
2 ;D = 1

4 ), ïîòîì ïåðåéòè ê ñëó÷àþ ñóììû èç n òàêèõ
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ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (E = 2n−1;D = 2n−2). Çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì ×åáûøåâà. �
Ëåììà. Äëÿ ïî÷òè âñåõ ÔÀË f èç P2(n) âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà: λ(f) ≤ 3

4 · 2
n−1 · (1 ±

O(n · 2−n2 )) è R(f) ≤ 3
4 · n · 2

n−1 · (1±O(n · 2−n2 )).
Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Ðàññìîòðåòü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó êàê äèçúþíêöèþ äâóõ, îöåíèòü

åå äèñïåðñèþ è ìàòîæèäàíèå (E = 3
4 ;D = 3

16 ), çàòåì âû÷èñëèòü èõ äëÿ ñóììû èç n òàêèõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (E = 3

42n−1;D = 3
162n−1). Äàëåå, àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó óòâåðæäåíèþ.

�

�8

Áóäåì îáîçíà÷àòü çíà÷åíèå ôóíêöèè Øåííîíà äëÿ ïàðàìåòðîâ, ðàâíûõ ÷èñëó òóïèêîâûõ
ÄÍÔ, ÷èñëó ìèíèìàëüíûõ ÄÍÔ è äëèíå ñîêðàùåííîé ÄÍÔ ÔÀË èç P2(n) êàê τ(n), µ(n) è
λñîêð ñîîòâåòñòâåííî.

Ëåììà. ×èñëî òóïèêîâûõ (ìèíèìàëüíûõ) ÄÍÔ ó ÔÀË f èç P2(n), n ≥ 4, âèäà

f(x1, . . . , xn) = g(x1, x2, x3) ·(x4⊕ . . .⊕xn), ãäå N̄ = {(000), (111)}, ðàâíî 52n−4

(ñîîòâåòñòâåííî,

22n−4

).
Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Âûâåñòè âèä ïðîñòîé èìïëèêàíòû èç ñâîéñòâ f è g (Âñåãî â ñî-

êðàùåííîé ÄÍÔ f 6 ðàçíûõ ÝÊ, à ⊕ âñåõ ñòåïåíåé ÝÊ g ðàâíà 1, âåäü îíà ëèíåéíà). Ïîëó÷èòü
ãåîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòâàëåíèå (öèêëû äëèíû 6, âñåãî èõ 2n−4). Ëþáàÿ òóïèêîâàÿ (ìèíèìàëü-
íàÿ) âêëþ÷àåò îäíî èç 5 (2) ðåáåðíûõ ïîêðûòèé äëÿ êàæäîãî öèêëà, ïîýòîìó ïîëó÷àþòñÿ
îöåíêè èç óñëîâèÿ. �

Ñëåäñòâèå. τ(n) ≥ 52n−4

, µn(n) ≥ 22n−4

.
Äëÿ I ⊆ [0, n] ÷åðåç sIn(x1, . . . , xn) îáîçíà÷èì ÔÀË èç P2(n), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêîé ÔÀË îáúåäèíåíèÿ âñåõ ñëîåâ êóáà Bn ñ íîìåðàìè èç I. Ïðè ýòîì ÷èñëà èç I
ñ÷èòàþòñÿ ðàáî÷èìè ÷èñëàìè ÔÀË sIn. Çàìåòèì, ÷òî ÔÀË sIn ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé,
òî åñòü íå èçìåíÿåò ñâîå çíà÷åíèå ïðè ëþáîé ïåðåñòàíîâêå àðãóìåíòîâ, è íàîáîðîò, ëþáàÿ
ñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ àëãåáðû ëîãèêè ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ÔÀË âèäà sIn.

Ñèììåòðè÷åñêàÿ ÔÀË íàçûâàåòñÿ ïîÿñêîâîé, åñëè åå ðàáî÷èå ÷èñëà îáðàçóþò îòðåçîê.
Ëåììà. λñîêð(n) ≥ e1 · 3n

n , ãäå e1 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.
Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Ïîÿñêîâàÿ ÔÀË îò n ïåðìåííûõ ñ ðàáî÷èìè ÷èñëàìè [r, p]èìååò

ÄÍÔ
∨

1≤i1<···<in+p−r≤n
σ1+···+σn+p−r=r

xσ1
i1
· · ·xn+r−p

in+r−p
. Òî åñòü ñíà÷àëà ìû âûáèðàåì ñðåäè n ïåðåìåííûõ r

ïåðåìåííûõ áåç îòðèöàíèÿ, à ïîòîì ñðåäè n − r ïåðåìåííûõ n − p ñ îòðèöàíèåì. Òàê ÷òî
åå äëèíà ðàâíà Cnr · Cn−rn−p . Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé Ñòèðëèíãà, ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå
ëåììû �

Ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ öåïíîé (öèêëè÷åñêîé) ôóíêöèåé äëèíû t, åñëè åå
ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ ñ �ãåîìåòðè÷åñêîé� òî÷êè çðåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåïü (ñîîòâåòñòâåííî
öèêë) èç t ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ ðåáåð N1, N2, . . . , Nt êóáà Bn.

Òåîðåìà (Æóðàâëåâà). Ïðè ëþáîì n ∈ N, n ≥ 3, â P2(n) ñóùåñòâóþò ÔÀË f ′ è f ′′,
èìåþùèå îáùóþ ïðîñòóþ èìïëèêàíòó K, êîòîðàÿ âõîäèò â ÄÍÔ ΣM îäíîé, íî íå âõîäèò â
ÄÍÔ ΣM äðóãîé èç ýòèõ ÔÀË è äëÿ êîòîðîé Sn−3(NK , f

′) = Sn−3(NK , f
′′).

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Ïîñòðîèì öåïíóþ ôóíêöèþ f ÷åòíîé äëèíû t = 2k ≥ 2n− 2 ≥ 4,
äàëåå ïîëó÷èì öåïíûå ÔÀË f ′, f ′′ íå÷åòíîé äëèíû 2k − 1 óäàëåíèåì ïåðâîé è ïîñëåäíåé
âåðøèíû èç ÔÀË f . Òîãäà êàæäîå ðåáðî Ni, ãäå i = 2, . . . , t− 1, âõîäèò â ÄÍÔ ΣM îäíîé èç
íèõ, íî íå âõîäèò â ÄÍÔ ΣM äðóãîé. Â êà÷åñòâå NK âîçüìåì Nk.

Â êà÷åñòâå f íàäî áðàòü ÔÀË äëèíû (2n− 2), ó êîòîðîé Nf èç òàêèõ íàáîðîâ, ãäå ïåðâûå
i ïåðåìåííûõ ðàâíû 1, îñòàëüíûå íóëè, i ∈ [1, n] è îòðèöàíèé ê ýòèì íàáîðàì (âñåãî 2n − 1
íàáîðîâ). Åå ðåáðà, (2n− 2) øòóêè, áóäóò èìåòü âèä {aj , aj+1}. �
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Ïàðó (V,E), ãäå E � ñî÷åòàíèå (ñ âîçìîæíûìè ïîâòîðåíèÿìè) íàä ìíîæåñòâîì óïîðÿäî-
÷åííûõ è íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð èç V , áóäåì, êàê îáû÷íî, íàçûâàòü ãðàôîì ñ ìíîæåñòâîì
âåðøèí V = V (G) è ìíîæåñòâîì ðåáåð E = E(G).

Óïîðÿäî÷åííûå (íåóïîðÿäî÷åííûå) ïàðû âåðøèí íàçûâàþòñÿ îðèåíòèðîâàííûìè ðåá-
ðàìè èëè, èíà÷å, äóãàìè (ñîîòâåòñòâåííî íåîðèåíòèðîâàííûìè ðåáðàìè), îäèíàêîâûå
ïàðû � ïàðàëëåëüíûìè ðåáðàìè (äóãàìè), äóãè, îòëè÷àþùèåñÿ ïîðÿäêîì âåðøèí, � ïðî-
òèâîïîëîæíûìè äóãàìè, à ïàðû èç ñîâïàäàþùèõ âåðøèí � ïåòëÿìè. Ãðàô èç îðèåíòèðî-
âàííûõ (íåîðèåíòèðîâàííûõ) ðåáåð ñ÷èòàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì (ñîîòâåòñòâåííî íåîðè-
åíòèðîâàííûì).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îðèåíòèðîâàííîå (íåîðèåíòèðîâàííîå) ðåáðî èíöèäåíòíî ñîñòàâëÿ-
þùèì åãî âåðøèíàì, à äóãà (u, v) èñõîäèò èëè, èíà÷å, âûõîäèò èç âåðøèíû u è çàõîäèò èëè,
èíà÷å, âõîäèò â âåðøèíó v. ×èñëî ðåáåð, èíöèäåíòíûõ âåðøèíå v (âõîäÿùèõ â v, âûõîäÿùèõ
èç v) â ãðàôå G, íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ (ñîîòâåòñòâåííî ïîëóñòåïåíüþ çàõîäà, ïîëóñòåïåíüþ
èñõîäà) âåðøèíû v â ãðàôå G è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç dG(v).

Âåðøèíà v íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé âåðøèíîé (ñòîêîì, èñòîêîì) ãðàôà G, åñëè
dG(v) = 0 (ñîîòâåòñòâåííî d−G(v) = 0, d+

G(v) = 0).
Ãðàô G′ = (V ′, E′) íàçûâàåòñÿ ïîäãðàôîì ãðàôà G = (V,E), åñëè V ′ ⊆ V è E′ ⊆ E.

Ïðè ýòîì G′ ñ÷èòàåòñÿ ïîäãðàôîì ãðàôà G, íàòÿíóòûì íà ìíîæåñòâî âåðøèí V ′, åñëè E′

âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå âõîäÿùèå â E ïàðû âåðøèí èç V ′.
Ïîäãðàô íàçûâàåòñÿ îñòîâíûì ïîäãðàôîì, åñëè îí ñîäåðæèò âñå âåðøèíû èñõîäíîãî

ãðàôà.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü C, ñîñòîÿùàÿ èç ðåáåð e1, e2, . . . , en, ãäå ei = (vi, vi+1) ∈ E(G) ïðè

âñåõ i, i ∈ [1, n], íàçûâàåòñÿ (v1 − vn+1)-ïóòåì ãðàôà G. Ïðè ýòîì âåðøèíà v1(vn+1) ñ÷è-
òàåòñÿ íà÷àëüíîé (ñîîòâåòñòâåííî êîíå÷íîé) âåðøèíîé ýòîãî ïóòè, âåðøèíû v2, . . . , vn � åãî
âíóòðåííèìè âåðøèíàìè, à ÷èñëî n � åãî äëèíîé. Åñëè âñå ðåáðà ïóòè ðàçëè÷íû (êàê
ýëåìåíòû ñîîòâåòñòâóþùåãî ñî÷åòàíèÿ), òî îí íàçûâàåòñÿ öåïüþ, à åñëè, êðîìå òîãî, ðàçëè÷-
íû âñå åãî âåðøèíû, òî � ïðîñòîé öåïüþ. Åñëè íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ âåðøèíû ïóòè (öåïè)
C ñîâïàäàþò, òî C ñ÷èòàåòñÿ çàìêíóòûì ïóòåì (ñîîòâåòñòâåííî öèêëîì). Öèêë, â êîòîðîì
âñå âåðøèíû, êðîìå íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé, ðàçëè÷íû, íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì öèêëîì.

Âåðøèíà u äîñòèæèìà èç âåðøèíû v â ãðàôå G, ãäå u, v ∈ V (G), åñëè u = v èëè â G
ñóùåñòâóåò (v − u)-öåïü.

Câÿçíîé êîìïîíåíòîé ãðàôà íàçûâàåòñÿ ãðàô, íàòÿíóòûé íà êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî
îòíîøåíèþ äîñòèæèìîñòè.
|E(G)| − |V (G)|+ |c(G)| ≥ 0. Ëåâàÿ ÷àñòü íàçûâàåòñÿ öèêëîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì ãðàôà

G.
Ìíîæåñòâî S, êîòîðîå ñîñòîèò èç ðåáåð ãðàôà G = (V,E) è îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî

âåðøèíà u, u ∈ V , äîñòèæèìà èç âåðøèíû v, v ∈ V , â ãðàôå G, íî íå äîñòèæèìà èç íåå â
ãðàôå (V,E S), íàçûâàåòñÿ (u|v)-ñå÷åíèåì ãðàôà G.

Ñå÷åíèå, êîòîðîå íå èìååò ñîáñòâåííûõ ïîäìíîæåñòâ, ÿâëÿþùèõñÿ ñå÷åíèåì, íàçûâàåòñÿ
òóïèêîâûì.

Íåîðèåíòèðîâàííûé (îðèåíòèðîâàííûé) ãðàô, íå èìåþùèé öèêëîâ (ñîîòâåòñòâåííî îðè-
åíòèðîâàííûõ öèêëîâ), íàçûâàåòñÿ àöèêëè÷åñêèì.

Ãëóáèíà âåðøèíû v (ñîîòâåòñòâåííî èñõîäÿùàÿ ãëóáèíà) � ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà (u−v)-
(ñîîòâåòñòâåííî (v − u)-) ïóòåé ãðàôà G, ãäå u � îäèí èç èñòîêîâ (ñîîòâåòñòâåííî ñòîêîâ) G.

Íåîðèåíòèðîâàííûé ñâÿçíûé àöèêëè÷åñêèé ãðàô íàçûâàåòñÿ äåðåâîì Äåðåâî ñ âûäåëåí-
íîé âåðøèíîé (êîðíåì) íàçûâàåòñÿ êîðíåâûì äåðåâîì, à âñå îòëè÷íûå îò êîðíÿ âåðøèíû
ñòåïåíè 1 ýòîãî äåðåâà ñ÷èòàþòñÿ åãî ëèñòüÿìè.

Îðèåíòèðîâàííûì äåðåâîì íàçûâàåòñÿ ãðàô, ïîëó÷àþùèéñÿ çàìåíîé â äåðåâå ðåáåð
íà îðèåíòèðîâàííûå, âåäóùèå ê êîðíþ.

Äåðåâî (îðèåíòèðîâàííîå äåðåâî) D, ÿâëÿþùååñÿ îñòîâíûì ïîäãðàôîì ãðàôà G, íàçûâà-
åòñÿ åãî îñòîâíûì ïîääåðåâîì, à äåðåâî D′, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç D â ðåçóëüòàòå ¾ïîä-
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ñîåäèíåíèÿ¿ âñåõ íå âîøåäøèõ â íåãî ðåáåð G ê ñâîèì ¾íà÷àëüíûì¿ âåðøèíàì, � îñòîâíûì
íàääåðåâîì ãðàôà G.

Ãðàô, âåðøèíàì è (èëè) ðåáðàì êîòîðîãî ñîïîñòàâëåíû îïðåäåëåííûå ñèìâîëû (ïîìåòêè),
ñ÷èòàåòñÿ ïîìå÷åííûì ãðàôîì.

Ãðàôû G′ = (V ′, E′) è G′′ = (V ′′, E′′) íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò òà-
êèå âçàèìíîîäíîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ ϕ : V ′ → V ′′ è ψ : E′ → E′′, ïðè êîòîðûõ âåðøèíû è
íåîðèåíòèðîâàííûå ðåáðà (äóãè) G' ïåðåõîäÿò â âåðøèíû è íåîðèåíòèðîâàííûå ðåáðà (ñîîò-
âåòñòâåííî äóãè) G′′ ñ ñîõðàíåíèåì îòíîøåíèÿ èíöèäåíòíîñòè (ñîîòâåòñòâåííî èñõîäà, çàõîäà)
âåðøèí è ðåáåð, à òàêæå âñåõ ïîìåòîê.

Èçâåñòíî, ÷òî |D(q)| ≤ 4q, ãäå D(q) � ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ îðèåíòèðîâàííûõ êîðíå-
âûõ äåðåâüåâ ñ íå áîëåå, ÷åì q ðåáðàìè.

Íàáîð âèäà G = (G;V ′;V ′′), ãäå G � ãðàô, à V ′ è V ′′ � âûáîðêè èç ìíîæåñòâà V (G) äëèíû p
è q ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì âûáîðêà V ′ ÿâëÿåòñÿ âûáîðêîé áåç ïîâòîðåíèé, íàçûâàåòñÿ (p, q)-
ñåòüþ. Ïðè ýòîì âûáîðêà V ′ (âûáîðêà V ′′) ñ÷èòàåòñÿ âõîäíîé (ñîîòâåòñòâåííî âûõîäíîé)
âûáîðêîé, à åå i-ÿ âåðøèíà íàçûâàåòñÿ i-ì âõîäíûì (ñîîòâåòñòâåííî âûõîäíûì) ïîëþñîì
èëè, èíà÷å, i-ì âõîäîì (ñîîòâåòñòâåííî âûõîäîì).

Ñåòü, â êîòîðîé âõîäíàÿ è âûõîäíàÿ âûáîðêè ñîâïàäàþò (íå ñîâïàäàþò), íàçûâàåòñÿ ñå-
òüþ ñ íåðàçäåëåííûìè (ñîîòâåòñòâåííî ñ ðàçäåëåííûìè) ïîëþñàìè.

Ìàòðèöà äîñòèæèìîñòè âûáîðêè V ′ èç âûáîðêè V ′′ � ìàòðèöà M , M ∈ Bp,q, äëÿ
êîòîðîé Mij = 1, åñëè v′′j äîñòèæèìà èç v

′
j è 0 èíà÷å.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî òðàíçèòèâíîñòü ðåôëåêñèâíîé ìàòðèöû M , M ∈ Bm,m, èìååò
ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M2 = M .

Ìàòðèöà äîñòèæèìîñòè âûõîäíîé âûáîðêè ñåòè èç åå âõîäíîé âûáîðêè íàçûâàåòñÿ ìàò-
ðèöåé äîñòèæèìîñòè ýòîé ñåòè.

Cèñòåìà èç âñåõ ÝÊ (ÝÄ), óïîðÿäî÷åííûõ ïî èõ íîìåðàì, íàçûâàåòñÿ êîíúþíêòèâíûì
(ñîîòâåòñòâåííî äèçúþíêòèâíûì) äåøèôðàòîðîì ïîðÿäêà n.

Ôóíêöèÿ âèäà µn(x1, . . . , xn, y0, . . . , y2n−1) =
∨

α=(α1,...,αn)

xα1
1 · · ·xαnn yν(α) íàçûâàåòñÿ ìóëü-

òèïëåêñîðíîé, ïåðåìåííûå x íàçûâàþòñÿ àäðåñíûìè, y � èíôîðìàöèîííûìè.
Ñõåìó, êîòîðàÿ ðåàëèçóåò ñèñòåìó ÔÀË Qn (Jn, µn) áóäåì íàçûâàòü äåøèôðàòîðîì (ñî-

îòâåòñòâåííî äèçúþíêòèâíûì äåøèôðàòîðîì, ìóëüòèïëåêñîðîì) ïîðÿäêà n. Ñõåìû,
ðåàëèçóþùèå ðàâíûå ñèñòåìû ôóíêöèé, íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè.

Èçîìîðôíûå ñõåìû âñåãäà ýêâèâàëåíòíû, è ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñõåì
U âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ||U|| ≤ |U|, ãäå ||U|| � ÷èñëî ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûõ ñõåì â U .

�2

Ëþáàÿ ïåðåìåííàÿ xj èç X ñ÷èòàåòñÿ ôîðìóëîé ãëóáèíû 0 èëè, èíà÷å, òðèâèàëüíîé
ôîðìóëîé íàä áàçèñîì Á, êîòîðàÿ ðåàëèçóåò ôóíêöèþ xj . Ôîðìóëà ãëóáèíû q � ðåêóðñèâíî.

¾Ãðàôè÷åñêè¿ ñîâïàäàþùèå ôîðìóëû ñ÷èòàþòñÿ èçîìîðôíûìè, à ôîðìóëû F ′ è F ′′,
ðåàëèçóþùèå ðàâíûå ôóíêöèè f ′ è f ′′, íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè èëè, èíà÷å, ýêâèâàëåíòíûìè.
Ðàâåíñòâî âèäà t : F ′ = F ′′ ñ÷èòàåòñÿ òîæäåñòâîì.

Ðàíã R(F) ôîðìóëû F ðàâåí ÷èñëó ëèñòüåâ ñâÿçàííîãî ñ íåé äåðåâà D, åå ñëîæíîñòü
L(F) ðàâíà ÷èñëó îñòàëüíûõ âåðøèí D, à åå ãëóáèíà D(F) � ãëóáèíå åãî êîðíÿ.

Ëåììà. Äëÿ ôîðìóëû F ,F ∈ UΦ, âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà R(F) = L&,∨(F) + 1 ≤
L(F) + 1 ≤ 2D(F), ãäå L&,∨(F) � ÷èñëî ÔÑ & è ∨ â ôîðìóëå F .

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Âû÷èñëèòü ÷èñëî ðåáåð, âõîäÿùèõ â âåðøèíû äåðåâà è âûõîäÿ-
ùèõ èç âåðøèí è ïðèðàâíÿòü èõ. Âòîðîå ñîîòíîøåíèå � èíäóêöèåé (íàèáîëüøèé ðàíã áóäåò
ïðè ïîëíîì äåðåâå èç áèíàðíûõ îïåðàöèé, è îí áóäåò 2D). �

Ñëåäñòâèå. D(F) ≥ dlog(L(F) + 1)e.
Åñëè ïîçèöèîííóþ ïîäôîðìóëó ôîðìóëû F çàìåíèòü ýêâèâàëåíòíîé, ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî

t, òî ýòî íàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì F íà îñíîâå t.
Ôîðìóëû èç UΦ, ïîëó÷àþùèåñÿ äðóã èç äðóãà ýêâèâàëåíòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè íà îñ-

íîâå òîæäåñòâ tK à òàêæå òîæäåñòâ tA íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè.
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Ôîðìóëà, â êîòîðîé âñå ÔÑ ¬ âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî íàä ÁÏ, íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé ñ
ïîäíÿòûìè îòðèöàíèÿìè.

Àëüòåðíèðîâàíèå Alt(F) ôîðìóëû F ñ ïîäíÿòûìè îòðèöàíèÿìè � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî
èçìåíåíèé òèïîâ ÔÑ & è ∨ â öåïÿõ äåðåâà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ôîðìóëå F .

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû F ñ ïîäíÿòûìè îòðèöàíèÿìè èç UΦ ñóùåñòâóåò ïîäîáíàÿ
åé ôîðìóëà F ′ òàêàÿ, ÷òî D(F ′) ≤ dlog(L(F) + 1)e+Alt(F).

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî ðàíãó. Äëÿ òðèâèàëüíîé
ôîðìóëû ïðè R = 1 óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî. Ïóñêàé îíî âûïîëíåíî äëÿ ðàíãà r − 1. Ïóñòü
ôîðìóëà F èìååò ðàíã r è àëüòåðíèðîâàíèå a. Ïðåäñòàâèì ôîðìóëó â âèäå äèçúþíêöèè èëè
êîíúþíêöèè ôîðìóë ìåíüøåãî ðàíãà, ó êîòîðûõ àëüòåðíèðîâàíèå íå áîëüøå a′ = max{0, (a−

1)}. d ðàâíî ñóììå ãëóáèíû F è a− a′. di � ãëóáèíà Fi.
t∑
i=1

2di ≤ 2d. Äëÿ êàæäîé ôîðìóëû Fi

ïîñòðîèì ïîäîáíóþ åé F̌i òàêóþ, ÷òî D(F̌i) ≤ di + a′. Óïîðÿäî÷èì ôîðìóëû ïî âîçðàñòàíèþ
ãëóáèíû è ïîäñòàâèì èõ â ïîëíîå äâîè÷íîå d-ÿðóñíîå äåðåâî, óäàëèâ íå èñïîëüçóåìûå ÔÑ.
Òîãäà D(F̌) ≤ d+ a′, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáîé ÝÊ èëè ÝÄ K ñóùåñòâóåò ïîäîáíàÿ ôîðìóëà K ′ òàêàÿ, ÷òî
D(K) = dlog(L(K) + 1)e, êîòîðàÿ ìèíèìàëüíà ïî ãëóáèíå.

Ñëåäñòâèå.Äëÿ ëþáîé ÄÍÔ èëè ÊÍÔ U ñóùåñòâóåò ôîðìóëà U ′, ÷òîD(U ′) = dlog(L(U)+
1) + 1e.

�3

Ñèñòåìà òîæäåñòâ τ íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìóë F ′′ è F ′
íàä Á èìååò ìåñòî âûâîäèìîñòü F ′′ ⇒

τ
F ′.

Ïðîèçâîëüíóþ êîíúþíêöèþ áóêâ, ñîäåðæàùóþ, â îáùåì ñëó÷àå, ïîâòîðÿþùèåñÿ èëè ïðî-
òèâîïîëîæíûå áóêâû, áóäåì íàçûâàòü îáîáùåííîé ÝÊ (ÎÝÊ), à äèçúþíêöèþ òàêèõ êîíú-
þíêöèé, ñîäåðæàùóþ, â îáùåì ñëó÷àå, ïîâòîðÿþùèåñÿ ¾ñëàãàåìûå¿, � îáîáùåííîé ÄÍÔ
(ÎÄÍÔ). Îáû÷íóþ ÝÊ (ÄÍÔ) è ôîðìóëó x1x̄1 áóäåì ñ÷èòàòü êàíîíè÷åñêîé ÎÝÊ (ñîîò-
âåòñòâåííî êàíîíè÷åñêîé ÎÄÍÔ), à ñîâåðøåííóþ ÄÍÔ è ôîðìóëó x1x̄1 � ñîâåðøåííûìè
ÎÄÍÔ.

Ëåììà. Ëþáóþ ôîðìóëó F(x1, . . . , xn), ðåàëèçóþùóþ ÔÀË f , ñ ïîìîùüþ ÝÏ íà îñíîâå
ñèñòåìû òîæäåñòâ τîñí ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â ñîâåðøåííóþ ÎÄÍÔ ÔÀË f îò ÁÏ X(n).

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Ñíà÷àëà ïðèâåñòè ôîðìóëó ñ ïîìîùüþ τM ê ôîðìóëå ñ ïîäíÿòû-
ìè îòðèöàíèÿìè. Çàòåì, èñïîëüçóÿ τD&,∨, τ

K
& ðàñêðûòü ñêîáêè. Íàêîíåö, ñ ïîìîùüþ τÏÏ, ãäå

τÏÏ = {τA, τK , τÏÊ, τÎÏ, τÏ}, ïðèâåñòè ïîäîáíûå â 3 øàãà: ïðèâåäåíèå âñåõ ÎÝÊ â êàíîíè-
÷åñêèå ÎÝÊ, óñòðàíåíèÿ ïîâòîðíûõ âõîæäåíèé ðàâíûõ ÝÊ èëè ïîäôîðìóë x∨ x̄, ïðèâåäåíèå
ïîãëîùåíèé ÝÊ; ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà äèñòðèáóòèâíîñòè äîïîëíèòü âñå ÊÍÔ äî íåîáõîäèì-
ãî ðàíãà. Òîæäåñòâà àññîöèàòèâíîñòè, êîììóòàòèâíîñòè è ïîäñòàíîâêè êîíñòàíò äåéñòâóþò
íà äâóõ ïîñëåäíèõ øàãàõ. �

Òåîðåìà. Ñèñòåìà τîñí � ïîëíàÿ ñèñòåìà òîæäåñòâ.
Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Ïóñòü äâå ôîðìóëû ýêâèâàëåíòíû. Ìîæíî ñâåñòè îáå ê ÎÄÍÔ ñ

ïîìîùüþ ïðåäûäóùåé ëåììû, èñïîëüçóÿ òîëüêî τîñí. Çíà÷èò, îíà � ïîëíàÿ ñèñòåìà òîæäåñòâ.
�

�4

Ñõåìîé èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ íàä áàçèñîì Á íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàí-
íàÿ àöèêëè÷åñêàÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ñåòü Σ, âõîäíàÿ âûáîðêà êîòîðîé ñîñòîèò èç âñåõ èñòîêîâ
Σ, à âåðøèíû ïîìå÷åíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: êàæäîìó âõîäó (âûõîäó) Σ ñîïîñòàâëåíà ÁÏ
èç X (ñîîòâåòñòâåííî Z), ÿâëÿþùàÿñÿ ïîìåòêîé ñâÿçàííîé ñ íèì âåðøèíû, ïðè÷åì ðàçëè÷-
íûì âõîäàì (âûõîäàì) ñîïîñòàâëåíû ðàçëè÷íûå ÁÏ, à óïîðÿäî÷åííîñòü âåðøèí âî âõîäíîé
è âûõîäíîé âûáîðêàõ Σ îïðåäåëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííîñòüþ ñîïîñòàâëåííûõ èì ÁÏ; êàæäàÿ îò-
ëè÷íàÿ îò èñòîêà âåðøèíà v ñõåìû Σ ïîìå÷åíà ÔÑ ϕi.
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Ñõåìà Σ, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç äåðåâà D, ñâÿçàííîãî ñ ôîðìóëîé F èç UΦ, â ðåçóëüòàòå
îòîæäåñòâëåíèÿ ëèñòüåâ ñ îäèíàêîâûìè ïîìåòêàìè è ïðèïèñûâàíèÿ åãî êîðíþ âûõîäíîé ÁÏ
èç Z, íàçûâàåòñÿ êâàçèäåðåâîì, ñîîòâåòñòâóþùèì ôîðìóëå F .

Âåðøèíà ÑÔÝ íàçûâàåòñÿ âèñÿ÷åé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ñòîêîì, íî íå ÿâëÿåòñÿ âûõîäîì
ñõåìû. Ñõåìà íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåííîé, åñëè â íåé íåò âèñÿ÷èõ âåðøèí.

L(Σ) � ñëîæíîñòü Σ, òî åñòü ÷èñëî âñåõ åå ÔÝ; D(Σ) � ãëóáèíà Σ, òî åñòü ìàêñèìàëüíàÿ
ãëóáèíà åå âåðøèí. R(Σ) � ðàíã Σ, òî åñòü ÷èñëî äóã,èñõîäÿùèõ èç åå âõîäîâ.

Ëåììà. Äëÿ ïðèâåäåííîé ÑÔÝ Σ,Σ ∈ UC , ñ îäíèì âûõîäîì, âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
R(Σ) ≤ L&,∨(Σ) + 1 ≤ L(Σ) + 1 ≤ 2D(Σ), ãäå L&,∨(Σ) � ÷èñëî ÔÑ & è ∨ â Σ.

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Ýòà ëåììà � ïðîñòî ïåðåíîñ íà êëàññ ÑÔÝ ëåììû èç �2. �
Ëåììà. Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ n, L,D âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà |UΦ(L, n)| ≤ (10n)L+1,

||UΦ(L, n)|| ≤ (8n)L+1, |UΦ[D,n]| ≤ (8n)2D .
Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Ñîïîñòàâëÿåì êàæäîé âíóòðåííåé âåðøèíå äåðåâà íàáîð èç B2

(äëÿ êîíúþíêöèé è äèçúþíêöèé) èëè B1 (äëÿ îòðèöàíèé) � åãî i-é ýëåìåíò ðàâåí 1, åñëè
äóãà ñ íîìåðîì i, âûõîäÿùàÿ èç âåðøèíû, íà÷èíàåòñÿ ñ ëèñòà. Êðîìå òîãî, äëÿ âåðøèí ñ
íàáîðàìè èç B2, ñîïîñòàâèì ñèìâîë èç íàáîðà [∨,&]. Òîãäà ïîëó÷èòñÿ 4(÷èñëî íàáîðîâ â B2) ×
2(ñèìâîë îïåðàöèè) + 2(÷èñëî íàáîðîâ â B1) = 10 âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ àòðèáóòà âåðøèíû. Ïîëó÷à-

åì îöåíêó (10n)L+1. Îöåíêà (8n)L+1 ïîëó÷àåòñÿ èç-çà îòîæäåñòâëåíèÿ íàáîðîâ (01) è (10) â
B2, òàì, ãäå ïîëó÷àëîñü 10, ïîëó÷àåòñÿ 3×2+2 = 8. Ïîñëåäíåå ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäïîñëåäíåãî
è ïåðâîé ëåììû â �2. �

Ëåììà. Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ n è L âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ||UC(L, n)|| ≤ (8(L +
n))L+1.

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Ïîëó÷àåòñÿ èç ïðèâåäåííîé â ïðåäûäóùåé ëåììå îöåíêè ÷èñëà
äåðåâüåâ è òîãî ôàêòà, ÷òî êàæäûé ëèñò ìîæíî ïðèñîåäèíèòü ëèáî ê n âõîäàì, ëèáî ê L
âíóòðåííèì âåðøèíàì. �

�5

Ïîäñòàíîâêè � ðÿä ¾ïðîñòåéøèõ¿ ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ ýêâèâàëåíòíîñòü ñõåì.
Ïîäñòàíîâêà òîæäåñòâà t � òîæäåñòâî t̂ : Σ̂′ ∼ Σ̂′′, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå

ïðèìåíåíèÿ îäíîé è òîé æå ïîäñòàíîâêè ê îáåèì ÷àñòÿì òîæäåñòâà t : Σ′ ∼ Σ′′.
Ñõåìà Σ′ íàçûâàåòñÿ ïîäñõåìîé ñõåìû Σ, åñëè V (Σ′) ⊆ V (Σ), E(Σ′) ⊆ E(Σ) è ëþáàÿ

âåðøèíà v, v ∈ V (Σ′), êîòîðàÿ ëèáî îòíîñèòñÿ ê ìíîæåñòâó âõîäîâ (âûõîäîâ) Σ, ëèáî ñëóæèò
êîíå÷íîé (ñîîòâåòñòâåííî íà÷àëüíîé) âåðøèíîé íåêîòîðîãî ðåáðà èç E(Σ) \ E(Σ′), ÿâëÿåòñÿ
âõîäîì (ñîîòâåòñòâåííî âûõîäîì) Σ′.

Òåîðåìà. Åñëè τ � êîíå÷íàÿ ïîëíàÿ ñèñòåìà òîæäåñòâ äëÿ ÝÏ ôîðìóë èç UΦ
Á , òî

{τ , τÑ, τÂ} � êîíå÷íàÿ ïîëíàÿ ñèñòåìà òîæäåñòâ äëÿ ÝÏ ÑÔÝ èç UÑÁ .
Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. C ïîìîùüþ òîæäåñòâ ñíÿòèÿ è âåòâëåíèÿ èçáàâëÿåìñÿ îò âñåõ

âíóòðåííèõ âåòâëåíèé è âèñÿ÷èõ âåðøèí, ïîëó÷àåì ñõåìó, êîòîðàÿ ìîäåëèðóåò ôîðìóëó. À
äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ â ôîðìóëàõ èñïîëüçóåòñÿ τ . �

Ñëåäñòâèå. Ñèñòåìà òîæäåñòâ {τîñí, τÂ, τÑ} � ÊÏÑÒ äëÿ ÝÏ ÑÔÝ èç UÑ.
Ïóñòü ïîìèìî áàçèñà Á = {ϕi}bi=1 ó íàñ èìååòñÿ äðóãîé êîíå÷íûé ïîëíûé áàçèñ Á′ =

{ϕ′i}b
′

i=1, è ïóñòü ôîðìóëà Φ′i(x1, . . . , xk′i) èç U
Φ
Á′ , ãäå k

′
i ≥ ki, ðåàëèçóåò ÔÀË ϕi, i = 1, . . . , b.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå k′i > ki ÁÏ xki+1, . . . , xk′i ÿâëÿþòñÿ ôèêòèâíûìè ÁÏ ôîðìóëû Φ′i. Ïî-
ëîæèì Φ′ = (Φ′1, . . . ,Φ

′
b),Π

′ = (Π′1, . . . ,Π
′
b), ãäå Π′i � òîæäåñòâî âèäà ϕi = Φ′i, i = 1, . . . , b, è

ôîðìóëû èç Φ′ (òîæäåñòâà èç Π′) áóäåì íàçûâàòü ôîðìóëàìè (ñîîòâåòñòâåííî òîæäåñòâà-
ìè) ïåðåõîäà îò áàçèñà Á ê áàçèñó Á′.

Äëÿ ôîðìóëû F ,F ∈ UΦ
Á , îáîçíà÷èì ÷åðåç Π′(F) ôîðìóëó íàä áàçèñîì Á′, êî-

òîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç F çàìåíîé êàæäîé åå ïîäôîðìóëû âèäà ϕ(F1, . . . ,Fki) ôîðìóëîé
Φ′i(F1, . . . ,Fki , xki+1, . . . , xk′i), òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïîäñòàíîâêè ôîðìóëû Fj âìå-
ñòî ÁÏ xj â ôîðìóëó Φ′i äëÿ âñåõ j, j = 1, . . . , ki. Ïåðåõîä îò ôîðìóëû F ê ôîðìóëå Π′(f)
áóäåì íàçûâàòü ñòðóêòóðíûì ìîäåëèðîâàíèåì ôîðìóëû F â áàçèñå Á′ íà îñíîâå
ôîðìóë ïåðåõîäà Φ′ èëè, èíà÷å, íà îñíîâå òîæäåñòâ ïåðåõîäà Π′.

Òåîðåìà. Òåîðåìà ïåðåõîäà. Ïóñòü τ � ÊÏÑÒ äëÿ ÝÏ ôîðìóë èç UΦ
Á , à Π′ è Π � ñèñòåìû

òîæäåñòâ äëÿ ïåðåõîäà îò áàçèñà Á ê áàçèñó Á′ è îò áàçèñà Á′ ê áàçèñó Á ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
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ñèñòåìà òîæäåñòâ {Π′(τ),Π′(Π)} ÿâëÿåòñÿ ÊÏÑÒ äëÿ ÝÏ ôîðìóë èç UΦ
Á′ .

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Êîíñòðóêòèâíî ïîêàçàòü ïðîöåññ ïåðåâîäà â äðóãîé áàçèñ (âñå
òîæäåñòâà ïåðåâîäÿòñÿ â äðóãîé áàçèñ ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû ôîðìóë ïåðåõîäà, íà èõ îñíîâå
ïðîèçâîäÿòñÿ òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ â äðóãîì áàçèñå), ïðåîáðàçîâàíèé â íåì, ïåðå-
âîä îáðàòíî. �

Ñëåäñòâèå. Èç ñèñòåìû òîæäåñòâ τîñí äëÿ ÝÔ ôîðìóë èç UΦ óêàçàííûì â òåîðåìå ñïî-
ñîáîì ìîæíî ïîëó÷èòü ÊÏÑÒ äëÿ ÝÏ ôîðìóë â ëþáîì áàçèñå Á.

�6

Ðåáðî èëè äóãà ãðàôà ñ ïîìåòêîé xi(x̄i) íàçûâàåòñÿ çàìûêàþùèì (ñîîòâåòñòâåííî ðàç-
ìûêàþùèì) êîíòàêòîì ÁÏ xi.

Ñåòü Σ ñ âõîäàìè a′1, . . . , a
′
p è âûõîäàìè a′′1 , . . . , a

′′
q , â êîòîðîé âñå ðåáðà (äóãè)

ïîìå÷åíû ïåðåìåííûìè x1, . . . , xn èëè èõ îòðèöàíèÿìè x̄1, . . . , x̄n, íàçûâàåòñÿ (p, q)-
êîíòàêòíîé ñõåìîé (ÊÑ) îò ÁÏ x1, . . . , xn è îáîçíà÷àåòñÿ Σ = Σ(x1, . . . , xn) èëè Σ =
Σ(x1, . . . , xn; a′1, . . . , a

′
p; a
′′
1 , . . . , a

′′
q ).

×èñëî êîíòàêòîâ íàçûâàåòñÿ ñëîæíîñòüþ ÊÑ Σ è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç L(Σ).
Ïóñòü Σ � ÊÑ îò ÁÏ X(n) è α = (α1, . . . , αn) � íàáîð èç Bn. Îïðåäåëèì ñåòü Σ|α êàê

ñåòü, ïîëó÷àþùóþñÿ èç Σ â ðåçóëüòàòå óäàëåíèÿ âñåõ ðåáåð (äóã) ñ ïîìåòêàìè xᾱ1
1 , . . . , xᾱnn ,

òî åñòü ðåáåð, êîòîðûå íå ïðîâîäÿò íà íàáîðå α, è ñíÿòèÿ ïîìåòîê ñ îñòàëüíûõ ðåáåð Σ. Äëÿ
âåðøèí v è u ÊÑ Σ ââåäåì ôóíêöèþ ïðîâîäèìîñòè îò âåðøèíû v ê âåðøèíå u êàê
ÔÀË gu,v(x1, . . . , xn), êîòîðàÿ ðàâíà 1 íà íàáîðå α = (α1, . . . , αn) ∈ Bn òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà â ñåòè Σ|α ñóùåñòâóåò (v−u)-öåïü, òî åñòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â Σ èìååòñÿ öåïü
èç ïðîâîäÿùèõ íà íàáîðå α êîíòàêòîâ âèäà xα1

1 , . . . , xαnn , èäóùàÿ èç v â u. Áóäåì ãîâîðèòü
òàêæå, ÷òî ÔÀË gv,u ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé äîñòèæèìîñòè âåðøèíû u èç âåðøèíû v,
èëè, èíà÷å, ðåàëèçóåòñÿ ìåæäó âåðøèíàìè v è u.
D(x1, . . . , xn; 1; a0, . . . , a2n−1) � (1, 2n)-êîíòàêòíîå äåðåâî ïîðÿäêà n îò ÁÏ X(n).
Ñõåìû Σ′ è Σ′′ ñ÷èòàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè èçîìîðôíû ñîîòâåòñòâóþùèå èì ãðàôû,

è ýêâèâàëåíòíû, åñëè îíè ðåàëèçóþò ðàâíûå ñèñòåìû ÔÀË.
Äëÿ ìíîæåñòâà C, ñîñòîÿùåãî èç êîíòàêòîâ âèäà xσ1

i1
, . . . , xσrir â ÊÑ Σ, îïðåäåëèì åãîôóíê-

öèþ ïðîâîäèìîñòè K(C) è ôóíêöèþ îòäåëèìîñòè J(C) êàê ÔÀË âèäà xσ1
i1
· · ·xσrir è

xσ̄1
i1
∨ · · · ∨ xσ̄rir ñîîòâåòñòâåííî. Ìíîæåñòâî C íàçûâàåòñÿ ïðîâîäÿùèì (îòäåëèìûì), åñëè

K(C) 6= 0(J(C) 6= 1), è íóëåâûì (ñîîòâåòñòâåííî åäèíè÷íûì) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Ëåììà. Ëþáîé π-ñõåìå Σ ìîæíî ñîïîñòàâèòü ýêâèâàëåíòíóþ åé ôîðìóëó F èç UΦ ñ ïîä-

íÿòûìè îòðèöàíèÿìè òàêóþ, ÷òî R(F) = L(Σ) è îáðàòíî.
Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Îñíîâàíî íà ìîäåëèðîâàíèè áóêâ îäíèì ðåáðîì, äèçúþíêöèè �

ïàðàëëåëüíûì ñîåäèíåíèåì, êîíúþíêöèè � ïîñëåäîâàòåëüíûì ñîåäèíåíèåì. Ñëîæíîñòü âû-
ñ÷èòûâàåòñÿ ïðîñòûì ñëîæåíèåì. �

Ñõåìà, ìîäåëèðóþùàÿ ñîâåðøåííóþ ÄÍÔ ÔÀË f , íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé ÊÑ äëÿ
ýòîé ÔÀË.

Áóäåì íàçûâàòü (1,m)-ÊÑ ïðèâåäåííîé, åñëè âñå èçîëèðîâàííûå âåðøèíû Σ ÿâëÿþòñÿ
åå ïîëþñàìè, à âñå êîíòàêòû è îñòàëüíûå âåðøèíû Σ ïðèíàäëåæàò ïðîñòûì ïðîâîäÿùèì
öåïÿì, ñîåäèíÿþùèì åå âõîä è âûõîäû. Ïðè ýòîì ÊÑ Σ̂, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ÊÑ Σ óäà-
ëåíèåì ¾ëèøíèõ¿, òî åñòü íå ïðèíàäëåæàùèõ öåïÿì óêàçàííîãî âèäà, íåïîëþñíûõ âåðøèí è
êîíòàêòîâ, ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé Σ ïðèâåäåííîé ÊÑ òàêîé, ÷òî L(Σ̂) ≤ L(Σ).

Ëåììà. Ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ L è n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ||Uπ(L, n)|| ≤ (12n)L.
Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Â ñèëó ïðåäûäóùåé ëåììû, ýòî ýêâèâàëåíòíî óòâåðæäåíèþ, ÷òî

÷èñëî ïîïàðíî íåýêâèàëåíòíûõ ôîðìóë ñ ïîäíÿòûìè îòðèöàíèÿìè íå áîëåå (16n)L (12 âìåñòî
16 ïîëó÷àåòñÿ èç-çà òîãî, ÷òî ÷òî ìû óìíîæàåì íà 2 íå 8 (êàê â îðèãèíàëüíîé îöåíêå), à 6,
ïîòîìó ÷òî íåò îòðèöàíèé). Ðàññìîòðèì ôîðìóëû îò óäâîåííîãî êîëè÷åñòâà ÁÏ, âîñïîëüçó-
åìñÿ òåîðåìîé îá îöåíêå êîëè÷åñòâà íåýêâèâàëåíòíûõ ôîðìóë (âòîðîé èç òðåõ), ó÷òåì ñâÿçü
ìåæäó ðàíãîì è äëèíîé è ïîëó÷èì íóæíóþ îöåíêó. �

Ëåììà. Ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ L è n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ||UK(L, n)|| ≤ (8nL)L.
Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Âûäåëèòü îñòîâíîå äåðåâî D, ïîòîì ïîëó÷èòü íàääåðåâî D′, ïðè-

ñîåäåíèâ êàæäîå íå âîøåäøåå â D ðåáðî ñõåìû ê îäíîé èç ñâîèõ êîíöåâûõ âåðøèí, îòëè÷íûõ
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îò âõîäà, çàòåì ïîëó÷èòü D′′, îðèåíòèðîâàâ ðåáðà ïî íàïðàâëåíèþ ê êîðíþ. ×èñëî òàêèõ äå-
ðåâüåâ íå áîëåå (8n)L. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ÊÑ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå ïðèñîåäè-
íåíèÿ êàæäîãî ëèñòà äåðåâà D′′ ê îäíîé èç åãî âåðøèí, îòëè÷íîé îò âûõîäà. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïîëó÷àåì îöåíêó. �

Ëþáàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ, òðàíçèòèâíàÿ è ðåôëåêñèâíàÿ ìàòðèöà F, F ∈ (P2(n))m,m, ðåà-
ëèçóåòñÿ ÊÑ Σ = Σ(x1, . . . , xn; a1, . . . , am), êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå âñåõ ÊÑ
Σij = Σij(x1, . . . , xn; ai, aj), ãäå 1 ≤ i < j ≤ m, à ÊÑ Σij ÿâëÿåòñÿ π-ñõåìîé è ïîñòðîåíà ïî
ñîâåðøåííîé ÄÍÔ ÔÀË F 〈i, j〉 è ñ÷èòàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé ÊÑ ìàòðèöû F .

�7

Ëåììà. Èìååò ìåñòî âûâîäèìîñòü {t1 − t5, t(1)
6 , t

(2)
6 }⇒ {t7 − t11}.

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. t7 âûâîäèòñÿ ïðèìåíåíèåì ê t5 ñ ñîâïàäàþùèìè âåðøèíàìè òîæ-

äåñòâà t6. t8 � ïðèìåíèòü ê x1 t4, ïîòîì ê îäíîðîäíûì ìåòåëêàì t5, ïîòîì t3. t9 � t7 è t
(2)
6 .

t10 � t7 è t5. t11 � ñ ïîìîùüþ t10 äåëàåì ïåðâûé òðåóãîëüíèê, êîòîðûé ïîòîì ðàñøèðÿåì ñ
ïîìîùüþ t5. �

Ëåììà. Ïðè n ≥ 2 èìååò ìåñòî âûâîäèìîñòü τn ⇒ τ (n).
Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. t2, t9 � î÷åâèäíî, èç ñàìèõ ñåáÿ. 8,3,4,5 � ïî èíäóêöèè. 7 èç 2 è 5;

10 è 11 èç 7 è 5. �

�8

Êàíîíè÷åñêàÿ ÊÑ ïîðÿäêà n ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå êàíîíè÷åñêèõ (1, 1)-ÊÑ
âèäà Σ̂ij(x1, . . . , xn; ai, aj), ïîñòðîåííûõ íà îñíîâå ñîâåðøåííûõ ÄÍÔ ÔÀË ïðîâîäèìîñòè îò
ai ê aj äëÿ âñåõ i è j òàêèõ, ÷òî 1 ≤ i < j ≤ m.

Êàíîíè÷åñêàÿ öåïü ïîðÿäêà n � ëþáàÿ öåïü I
(n)
i , ãäå i ∈ [1, 2n], à òàêæå ëþáàÿ öåïü,

êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç I
(n)
i ïåðåñòàíîâêîé êîíòàêòîâ

ÊÑ Σ̂(x1, . . . , xn; a1, . . . , am) ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîé ÊÑ ïîðÿäêà n òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. ëþáîé êîíòàêò Σ̂ ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîé êàíîíè÷åñêîé öåïè ïîðÿäêà n, ÿâëÿþùåéñÿ
ïîäñõåìîé ñõåìû Σ̂, ïðè÷åì ïîëþñàìè ýòîé ïîäñõåìû ñëóæàò òîëüêî êîíöåâûå âåðøèíû
äàííîé öåïè;

2. ëþáàÿ âíóòðåííÿÿ âåðøèíà Σ̂ ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé âåðøèíîé íåêîòîðîé öåïè èç ïóíêòà
1;

3. â ÊÑ Σ̂ îòñóòñòâóþò ¾âèñÿ÷èå öèêëû¿ è ¾ïàðàëëåëüíûå¿ öåïè, òî åñòü êàíîíè÷åñêèå
öåïè ïîðÿäêà n èç ïóíêòà 1, êîòîðûå ñîåäèíÿþò îäíè è òå æå ïîëþñà è ðåàëèçóþò
ðàâíûå ÝÊ;

4. â ÊÑ Σ̂ íåò ñóùåñòâåííûõ òðàíçèòíûõ ïðîâîäèìîñòåé, òî åñòü íàëè÷èå öåïåé âèäà I
(n)
i ,

ñîåäèíÿþùèõ ïîëþñ aj ñ ïîëþñîì ak è ïîëþñ ak ñ ïîëþñîì at, âëå÷åò íàëè÷èå öåïè
òàêîãî æå âèäà, ñîåäèíÿþùåé ïîëþñ aj ñ ïîëþñîì at.

Ëåììà. Äëÿ ëþáîé ÊÑ Σ, ãäå Σ ∈ UK è Σ = Σ(x1, . . . , xn; a1, . . . , am), è ëþáîé ýêâèâà-
ëåíòíîé Σ ÊÑ Σ̂(x1, . . . , xn; a1, . . . , am) êàíîíè÷åñêîãî âèäà ñóùåñòâóåò ÝÏ Σ⇒

τn

Σ̂.

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Σ⇒ Σ1 ⇒ Σ2 ⇒ Σ3 ⇒ Σ4 = Σ̂. Ñõåìà Σi îáëàäàåò ñâîéñòàâàìè 1

� i êàíîíè÷åñêîé ÊÑ. Σ⇒ Σ1 � c ïîìîùüþ ïðèìåíåíèÿ ê êàæäîìó êîíòàêòó òîæäåñòâà t
(n)
4 .

Òåïåðü ÊÑ ñîñòîèò èç êàíîíè÷åñêèõ öåïåé ïîðÿäêà n. Σ1 ⇒ Σ2 � ñ êàæäîé âíóòðåííåé âåðøè-
íîé, èç êîòîðîé âûõîäèò íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî (âîçìîæíî è 1) îäíîðîäíûõ çâåçä ðàçëè÷íûõ

öåïåé, ïðîâîäèì ñëåäóþùèå îïåðàöèè. Êàæäóþ çâåçäó çàìåíÿåì íà öèêë ïî òîæäåñòâó t
(n)
11 .

Äîáàâëÿåì �íåíóæíûå� âèñÿ÷èå âåðøèíû, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïðèìåíèòü òîæäåñòâî t
(n)
3 è óäà-

ëèòü �ìåøàþùóþ� âåðøèíó. Óäàëèâ òàêèì îáðàçîì âñå âíóòðåííèå âåðøèíû, íå ÿâëÿþùèåñÿ

13



âíóòðåííèìè âåðøèíàìè êàíîíè÷åñêèõ öåïåé, èç Σ1 ïîëó÷èëè Σ2. Σ2 ⇒ Σ3 � ñ ïîìîùüþ t
(n)
6

è tn7 , Σ3 ⇒ Σ4 c ïîìîùüþ t
(n)
10 . �

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ ÊÑ Σ′ è Σ′′ îò ÁÏ x1, . . . , xn ñóùåñòâóåò ÝÏ
âèäà Σ′ ⇒

τn

Σ′′.

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Ôàêòè÷åñêè, äâà ðàçà èñïîëüçîâàòü ëåììó è îäèí ðàç t
(n)
2 . �

Ñëåäñòâèå. Ñèñòåìà τn ÿâëÿåòñÿ ÊÏÑÒ äëÿ ÝÏ ÊÑ èç UK îò ÁÏ x1, . . . , xn.
Ñëåäñòâèå. Ñèñòåìà τ∞ ÿâëÿåòñÿ ÏÑÒ äëÿ ÝÏ ÊÑ èç UK .
Θ(Σ, α) = |E(Σ|α)| − |V (Σ|α)|+ |c(Σ|α)|. Θ(Σ) =

∑
α∈Bn

Θ(Σ, α).

Ëåììà. Åñëè Σ′(x1, . . . , xn) ⇒
{t1−t5}

Σ′′(x1, . . . , xn), òî Θ(Σ′) = Θ(Σ′′), à åñëè Σ′ ⇒
τk

Σ′′, ãäå

k < n, òî Θ(Σ′)−Θ(Σ′′) äåëèòñÿ íà 2n−k.
Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Äîêàçàòü, ÷òî Θ íå ìåíÿåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè òîæäåñòâ t1 . . . t5

ñ ïîìîùüþ ïðîñòîãî ïåðåáîðà. Çàòåì, çàìåòèòü, ÷òî åñëè ïðîâîäèò íà íàáîðå α, òî îí ïðîâîäèò
íà 2n−m íàáîðàõ, ñëåäîâàòåëüíî ðàçíîñòü äåëèòñÿ íà 2n−m, à çíà÷èò, íà 2n−k. �

Òåîðåìà. Â êëàññå UK íå ñóùåñòâóåò êîíå÷íîé ïîëíîé ñèñòåìû òîæäåñòâ.
Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Îò ïðîòèâíîãî: åñëè îãðàíè÷èòü ÷èñëî ÁÏ, íàïðèìåð, ÷èñëîì n,

òî tn+1
6 íå âûâîäèòñÿ. ×òîáû ýòî äîêàçàòü, íàäî ðàññìîòðåòü ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî òîæäåñòâà.

Ðàçíîñòü ôóíêöèé Θ íå äåëèòñÿ íà 2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäûäóùåé ëåììå, ñëåäîâàòåëüíî
íåò âûâîäà. �
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Â îñíîâå áîëüøèíñòâà ñòðóêòóðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñõåì ëåæèò ðÿä îïåðàöèé, êîòîðûå
îáîáùàþò îïåðàöèþ ñóïåðïîçèöèè ôóíêöèé è èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñëîæíûõ ñõåì
èç áîëåå ïðîñòûõ. Áàçèñîì òàêèõ ïîñòðîåíèé ÿâëÿåòñÿ îáû÷íî ñõåìà èç îäíîé èçîëèðîâàííîé
âåðøèíû, ÿâëÿþùåéñÿ åå âõîäîì. Óêàçàííàÿ âåðøèíà íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííîé âåðøè-
íîé êðàòíîñòè k, k ≥ 0, åñëè îíà îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ k-êðàòíûì âûõîäîì äàííîé ñõåìû.
Êðàòíîñòü îäèí íå óêàçûâàåòñÿ, òîæäåñòâåííàÿ âåðøèíà êðàòíîñòè 0 ñ÷èòàåòñÿ ôèêòèâíîé.

Ïðîñòåéøèå âèäû ñóïåðïîçèöèè ñõåì:

1. îïåðàöèÿ ïåðåèìåíîâàíèÿ âõîäîâ ñõåìû ñ âîçìîæíûì èõ îòîæäåñòâëåíèåì;

2. îïåðàöèÿ ïåðåèìåíîâàíèÿ âûõîäîâ ñõåìû ñ âîçìîæíûõ èõ îòîæäåñòâëåíèåì;

3. îïåðàöèÿ îáúåäèíåíèÿ ñõåì, íå èìåþùèõ îáùèõ âåðøèí è îáùèõ âõîä-âûõîäíûõ ïî-
ìåòîê, ïîíèìàåìàÿ, êàê îáû÷íîå îáúåäèíåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàôîâ.

Ñõåìà Σ èìååò âèä Σ = Σ′′(Σ′), òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé ñõåì Σ′′ è Σ′ áåç îáùèõ
âåðøèí è âõîä-âûõîäíûõ ïîìåòîê, åñëè îíà ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå îáúåäèíåíèÿ ýòèõ ñõåì è
ïðèñîåäèíåíèÿ (÷àñòè) âõîäîâ ñõåìû Σ′′ ê (íåêîòîðûì) âûõîäàì ñõåìû Σ′. Óêàçàííàÿ ñóïåð-
ïîçèöèÿ ñ÷èòàåòñÿ áåñïîâòîðíîé, åñëè ðàçëè÷íûå âõîäû Σ′′ ïðèñîåäèíÿþòñÿ ê ðàçëè÷íûì
âûõîäíûì âåðøèíàì Σ′. Ñóïåðïîçèöèÿ âèäà Σ = Σ′′(Σ′) íàçûâàåòñÿ ñòûêîâêîé, åñëè ÷èñëî
âõîäîâ ñõåìû Σ′′ ðàâíî ÷èñëó âûõîäîâ ñõåìû Σ′ è êàæäûé âõîä Σ′′ ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê âûõîäó
Σ′ ñ òåì æå íîìåðîì.

Äëÿ ñóïåðïîçèöèè ñõåì âèäà Σ = Σ′′(Σ′) õàðàêòåðíî, êàê ïðàâèëî, òî, ÷òî ñõåìà Σ ðåà-
ëèçóåò ôóíêöèè, ïîëó÷àþùèåñÿ â ðåçóëüòàòå ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäñòàíîâêè (âñåõ èëè ÷àñòè)
ôóíêöèé, ðåàëèçîâàííûõ ñõåìîé Σ′ âìåñòî (âñåõ èëè ÷àñòè) âõîäíûõ ïåðåìåííûõ ñõåìû Σ′′. Â
ñëó÷àå ñòûêîâêè, íàïðèìåð, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñõåìà Σ ðåàëèçóåò íàáîð ôóíêöèé âèäà F ′′(F ′),
ãäå F ′′ è F ′ � íàáîðû ôóíêöèé, ðåàëèçîâàííûå ñõåìàìè Σ′′ è Σ′ ñîîòâåòñòâåííî. Ñóïåðïîçè-
öèÿ Σ = Σ′′(Σ′) ñ÷èòàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè ñõåìà Σ îáëàäàåò óêàçàííûì ñâîéñòâîì, è
êîððåêòíîé, åñëè, êðîìå òîãî, â ëþáîé âåðøèíå Σ, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâåò âûõîäíîé âåðøèíå
Σ′, ðåàëèçóåòñÿ òà æå ñàìàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî è â Σ′.

Áóäåì äîïóñêàòü íàëè÷èå â ÊÑ âåíòèëåé è íåîðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð áåç ïîìåòîê, êîòîðûå
ïðîâîäÿò ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ óïðàâëÿþùèõ âõîäíûõ ÁÏ è íàçûâàþòñÿ ïðîâîäíèêàìè.

Ñòûêîâêà (ñóïåðïîçèöèÿ) ÊÑ âèäà Σ = Σ′′(Σ′) íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè äëÿ ìàòðèö
F, F ′ è F ′′, ðåàëèçóåìûõ ÊÑ Σ, Σ′ è Σ′′ ñîîòâåòñòâåííî, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî F = F ′ · F ′′.
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Óêàçàííàÿ ñóïåðïîçèöèÿ ñ÷èòàåòñÿ êîððåêòíîé, åñëè, êðîìå òîãî, â âûõîäíûõ âåðøèíàõ
ïîäñõåìû Σ′′ ñõåìû Σ ðåàëèçóþòñÿ òå æå ñàìûå ñòîëáöû ÔÀË, ÷òî è â ñàìîé ñõåìå Σ.

Ñõåìà íàçûâàåòñÿ ðàçäåëèòåëüíîé ïî âõîäàì (âûõîäàì), åñëè ÔÀË ïðîâîäèìîñòè
ìåæäó ëþáûìè åå ðàçëè÷íûìè âõîäàìè (ñîîòâåòñòâåííî âûõîäàìè) ðàâíà 0.

ÊÑ Σ îò ÁÏ x1, . . . , xn ðàçäåëèòåëüíà íà íàáîðå α = (α1, . . . , αn) çíà÷åíèé ýòèõ ÁÏ,
åñëè ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçäåëèòåëüíîñòüþ îáëàäàåò ñåòü Σ|α.

Ëåììà. Ïóñòü ÊÑ Σ ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ñòûêîâêè âèäà Σ = Σ′′(Σ′), à F , F ′ è F ′′ �
ìàòðèöû, ðåàëèçóåìûå ÊÑ Σ, Σ′ è Σ′′ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà F ≥ F ′ · F ′′ è F = F ′ · F ′′, åñëè
ÊÑ Σ′′ ðàçäåëèòåëüíàÿ ïî âõîäàì èëè ÊÑ Σ′ ðàçäåëèòåëüíàÿ ïî âûõîäàì.

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé áåñïîâòîðíîé ñòûêîâêè. q � êîëè÷åñòâî âû-
õîäîâ (âõîäîâ) ó Σ′ (Σ′′). Cíà÷àëà íàäî äîêàçàòü, ÷òî f ≥ f ′1 · f ′′2 ∨ · · · ∨ f ′q · f ′′q (ðàâåíñòâî ïðè
ðàçäåëèòåëüíîñòè). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðåòü ïðîâîäèìîñòü öåïåé ÷åðåç óêàçàííûå âåðøèíû.
Ôàêòè÷åñêè, f � ñòðîêà ìàòðèöû F . Â ñëó÷àå îòîæäåñòâëåíèÿ âõîäîâ èìååò ìåñòî ïîðàçðÿä-
íàÿ äèçúþíêöèÿ ñòðîê. Ñòûêîâêà îáùåãî âèäà ñâîäèòñÿ ê îòîæäåñòâëåíèþ âõîäîâ è áåñïî-
âòîðíîé ñòûêîâêè. Â ñèëó àññîöèàòèâíîñòè ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö íåðàâåíñòâî ñîõðàíÿåòñÿ.
�

Ñëåäñòâèå. Â ñëó÷àå ðàçäåëèòåëüíîñòè ÊÑ Σ′′ ïî âõîäàì â êàæäîé âåðøèíå Ê Σ,Σ =
Σ′′(Σ), êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò âûõîäó ÊÑ Σ′, ðåàëèçóåòñÿ òîò æå ñàìûé ñòîëáåö ÔÀË, ÷òî è
â ÊÑ Σ′, òî åñòü ðàññìàòðèâàåìàÿ ñóïåðïîçèöèÿ ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé.

Ñëåäñòâèå. Ðàâåíñòâî F = F ′ ·F ′′ âûïîëíÿåòñÿ íà ëþáîì íàáîðå çíà÷åíèé ÁÏ, íà êîòîðîì
ÊÑ Σ′′ ðàçäåëèòåëüíà ïî âõîäàì èëè ÊÑ Σ′ ðàçäåëèòåëüíà ïî âûõîäàì.
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Êàñêàäíàÿ ÊÑ � ïðèâåäåííàÿ ÊÑ áåç èçîëèðîâàííûõ ïîëþñîâ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïî-
ëó÷åíà èç ñèñòåìû òîæäåñòâåííûõ âåðøèí â ðåçóëüòàòå ðÿäà îïåðàöèé ïðèñîåäèíåíèÿ îäíîãî
èëè äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ êîíòàêòîâ è îïåðàöèé ïåðåèìåíîâàíèÿ âûõîäîâ. Êàñêàäíàÿ ÊÑ
(ÊÊÑ) ñ÷èòàåòñÿ ïîëíîé, åñëè îíà áûëà ïîñòðîåíà áåç èñïîëüçîâàíèÿ îïåðàöèè ïðèñîåäèíå-
íèÿ îäíîãî êîíòàêòà.

Âåðøèíà ÊÊÑ, ââåäåííàÿ â íåå ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè ïðèñîåäèíåíèÿ îäíîãî êîíòàêòà, íà-
çûâàåòñÿ íåïîëíîé âåðøèíîé ýòîé ÊÊÑ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÊÊÑ Σ′′ ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíè-
åì íåïîëíîé ÊÊÑ Σ′, åñëè îíà ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ñîåäèíåíèÿ âñåõ íåïîëíûõ âåðøèí Σ′

îòñóòñòâóþùèìè â íèõ êîíòàêòàìè ñ íîâûì âõîäîì, óäàëåíèÿ âñåõ �ñòàðûõ� âõîäîâ è ïåðåõîäà
ê ñîîòâåòñòâóþùåé ïðèâåäåííîé ÊÑ.

Äîïîëíåíèå Σ′′ ê ïîëíîé ÊÊÑ Σ ñ 1 âõîäîì áóäåì íàçûâàòü èíâåðñíîé ê Σ′ ÊÊÑ.
Ëåììà. Åñëè (1,m)- ÊÊÑ Σ′ ðåàëèçóåò ñèñòåìó ÔÀË F ′ = (f ′1, . . . , f

′
m), òî ñóùåñòâóåò

(1,m)-ÊÊÑ Σ′′, êîòîðàÿ ðåàëèçóåò ñèñòåìó ÔÀË F̄ ′ = (f̄ ′1, . . . , f̄
′
m), è äëÿ êîòîðîé L(Σ′′) ≤

2L(Σ′).
Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ î òîì, ÷òî L(Σ′′) ≤ 2L(Σ′), ãäå Σ′′ � äîïîë-

íåíèå Σ′. �
Cõåìà ñ îäíèì âõîäîì è äâóìÿ âûõîäàìè íàçûâàåòñÿ äâîè÷íîé ðåøàþùåé äèàãðàì-

ìîé, åñëè îíà ñîñòîèò èç îðèåíòèðîâàííûõ êîíòàêòîâ è íå èìååò (îðèåíòèðîâàííûõ) öèêëîâ,
à èç êàæäîé åå âåðøèíû v, îòëè÷íîé îò âûõîäîâ, èñõîäÿò äâå äóãè ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè ïî-
ìåòêàìè âèäà xi, x̄i. Ïðè ýòîì âåðøèíå, îáû÷íî, ñîïîñòàâëÿþò ïîìåòêó xi (0, 1 äëÿ âûõîäíûõ),
à ïîìåòêè xi è x̄i ó èñõîäÿùèõ ðåáåð çàìåíÿþò ïîìåòêàìè 0 è 1 ñîîòâåòñòâåííî.

Ñõåìà Σ, Σ ∈ UCÁ , ñ ìîíîòîííîé íóìåðàöèåé âåðøèí íàçûâàåòñÿ âû÷èñëÿþùåé ïðî-
ãðàììîé (ÂÏ) íàä áàçèñîì Á. Èñïîëüçóÿ âû÷èñëÿþùóþ ïðîãðàììó, ïîñëåäîâàòåëüíî ïðî-
ñìàòðèâàþòñÿ âåðøèíû â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ íîìåðàì è ðåçóëüòàòû ñîõðàíÿþòñÿ â ïàìÿòè.
Âõîäíûå âåðøèíû âûïîëíÿþò �êîìàíäû ââîäà�, à âåðøèíû, ïîìå÷åííûå ÔÑ � �êîìàíäû âû-
÷èñëåíèÿ�.

Çíà÷åíèå ÁÏ ui, âû÷èñëåííîå â ìîìåíò âðåìåíè i, i ∈ (n, p], çàíèìàåò îòäåëüíóþ áèòîâóþ
ÿ÷åéêó ïàìÿòè íà îòðåçêå âðåìåíè [i, ai), ãäå ai � ìàêñèìàëüíûé íîìåð êîìàíäû, â êîòîðîé
âñòðå÷àåòñÿ ui. Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî îòðåçêîâ âèäà [i, ai), ãäå i ∈ (n, p], èìåþùèõ íåïóñòîå
ïåðåñå÷åíèå, íàçûâàåòñÿ øèðèíîé ÂÏ Σ.
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Ëåììà. Äëÿ ëþáîé ÔÀË ñóùåñòâóåò ðåàëèçóþùàÿ åå ÂÏ íàä áàçèñîì Á0 øèðèíû íå
áîëüøå, ÷åì 2.

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ ÄÍÔ ïîñëå îïòèìèçàöèè ïî ÷èñëó îòðèöà-
íèé ïåðåõîäèò â ÂÏ øèðèíû 2. Îïòèìèçèðîâàííóþ ïî ÷èñëó îòðèöàíèé ÄÍÔ ìîæíî âû÷èñ-
ëÿòü òàê: â îäíîé âíóòðåííåé ÁÏ õðàíèòñÿ çíà÷åíèå ÄÍÔ, à â äðóãîé âû÷èñëÿåìîé èìïëè-
êàíòû.
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Ôóíêöèîíàë ñëîæíîñòè Ψ îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè, òî åñòü Ψ(Σ) ≥ Ψ(Σ′), åñëè
Σ,Σ′ ∈ U , è Σ′ ïîëó÷àåòñÿ èç Σ â ðåçóëüòàòå óäàëåíèÿ âåðøèí èëè ðåáåð.

Cëîæíîñòü Ψ(F ) ñèñòåìû ÔÀË F îòíîñèòåëüíî ôóíêöèîíàëà Ψ â êëàññå U � ìèíèìàëü-
íîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû Ψ(Σ) íà ìíîæåñòâå òåõ ñõåì Σ èç U , êîòîðûå ðåàëèçóþò F .

Cõåìà, ïðèíàäëåæàùàÿ êëàññó U , êîòîðàÿ ðåàëèçóåò F è äëÿ êîòîðîé Ψ(Σ) = Ψ(F ), íà-
çûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé ñõåìîé â êëàññå U îòíîñèòåëüíî ôóíêöèîíàëà Ψ.

Âåëè÷èíó Ψ(F ), â òîì ñëó÷àå êîãäà ôóíêöèîíàë Ψ ñîâïàäàåò ñ ââåäåííûì â ãëàâå 2 ôóíê-
öèîíàëîì L (D, R, è ò. ä.), áóäåì íàçûâàòü ñëîæíîñòüþ (ñîîòâåòñòâåííî ãëóáèíîé, ðàíãîì,
è ò. ä.) ñèñòåìû ÔÀË F .

Ôóíêöèåé Øåííîíà äëÿ êëàññà U îòíîñèòåëüíî ôóíêöèîíàëà ñëîæíîñòè Ψ íàçûâàåòñÿ
Ψ(n) = max

f∈P2(n)
Ψ(f).

Ëåììà. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè àëãåáðû ëîãèêè f(x1, . . . , xn), f 6= 0, ñóùåñòâóþò ôîðìóëà
Ff ,Ff ∈ UΦ, è π-ñõåìà Σf , êîòîðûå ðåàëèçóþò f è äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:
L(Ff ) ≤ 2n · |Nf | − 1, L(Σf ) ≤ n|Nf |.

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Â êà÷åñòâå Ff âîçüìåì ñîâåðøåííóþ ÄÍÔ. Â íåé |Nf | ÝÊ, ñî-
îòâåòñòâåííî |Nf | − 1 äèçúþíêöèé. Â êàæäîé ÝÊ n ÁÏ, ñîîòâåòñòâåííî n − 1 êîíúþíê-
öèé. Òàêæå íàä êàæäîé ÁÏ ìîæåò áûòü îòðèöàíèå. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì L(Ff ) ≤
|Nf | − 1 + |Nf | · (n − 1 + n) = 2n · |Nf | − 1. Â π-ñõåìå ñîâåðøåííîé ÄÍÔ áóäåò |Nf | öåïåé
îò îäíîãî ïîëþñà äî äðóãîãî ïî n êîíòàêòîâ. L(Σf ) = n|Nf |. �

Ñëåäñòâèå. Â ñèëó ïðåäûäóùåé ëåììû, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ÔÀË 0 ìîæíî ðåàëèçîâàòü
π-ñõåìîé ñëîæíîñòè 2, à òàêæå ôîðìóëîé èç UΦ, èìåþùåé ñëîæíîñòü 2, âûïîëíÿþòñÿ íåðà-
âåíñòâà LC(n) ≤ LΦ(n) ≤ n · 2n+1 − 1, LK(n) ≤ Lπ(n) ≤ n · 2n

Ñëåäñòâèå. Â ñèëó ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ è ñ ó÷¼òîì ñëåäñòâèÿ 2 èç òåîðåìû 2.1 ãëàâû
2 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî D(n) ≤ n+ dlog ne+ 2.

Ëåììà. Äëÿ ëþáîé ÔÀË f , f ∈ P2(n) è f 6= 0, ñóùåñòâóþò π-ñõåìà Σf è ôîðìóëà
Ff ,Ff ∈ UΦ, êîòîðûå ðåàëèçóþò f è äëÿ êîòîðûõ, íàðÿäó ñ ïåðâîé ëåììîé, ñïðàâåäëèâû
òàêæå íåðàâåíñòâà: L(Σf ) ≤ 2n + |Nf | − 2, L(Ff ) ≤ 2n+1 + |Nf | − 4.

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Â êà÷åñòâå Σf âîçüìåì (1, 2n) ÊÄ, èç êîòîðîãî óäàëèì âûõîäû,
ãäå ðåàëèçóþòñÿ ÝÊ, íå âõîäÿùèå â ñîâåðøåííóþ ÄÍÔ f , è îòîæäåñòâèì âñå îñòàâøèåñÿ
âûõîäû. Óäàëèëè 2n−|Nf | âûõîäîâ. Â ÊÄ áûëî 2 ·2n−2 êîíòàêòîâ. Ïîëó÷èì L(Σf ) ≤ 2 ·2n−
2−(2n−|Nf |) = 2n+|Nf |−2. Ôîðìóëó Ff ïîëó÷èì, ìîäåëèðóÿ Σf . R(Ff ) = L(Σf ), êîëè÷åñòâî
êîíúþíêöèé è äèçúþíêöèé ðàâíî R(Ff )− 1. Òàêèì îáðàçîì L(Ff ) = R(Ff ) +L−(Σf )− 1, ãäå
L−(Σf ) � ÷èñëî ðàçìûêàþùèõ êîíòàêòîâ â Σf . L

−(Σf ) ≤ 2n − 1, L(Ff ) ≤ 2n+1 + |Nf | − 4. �
Ñëåäñòâèå. Lπ(n) ≤ 2n+1 − 2, LΦ(n) ≤ 3 · 2n − 4
Ïóñòü âåðøèíà w ÑÔÝ Σ íå äîñòèæèìà èç åå âåðøèíû v, à ÑÔÝ Σ′ ïîëó÷àåòñÿ èç ÑÔÝ

Σ â ðåçóëüòàòå óäàëåíèÿ âåðøèíû v, îáúÿâëåíèÿ âåðøèíû w íà÷àëüíîé âåðøèíîé âñåõ èñõî-
äèâøèõ èç v äóã è ïåðåíîñà â âåðøèíó w âñåõ âûõîäíûõ ÁÏ, ïðèïèñàííûõ âåðøèíå v. Òîãäà
ÑÔÝ Σ′ ñ÷èòàåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ ê ÑÔÝ Σ îïåðàöèè ïðèñîåäèíåíèÿ âåðøèíû
v ê âåðøèíå w. Äâå âåðøèíû ÑÔÝ íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè â íèõ ðåàëèçóþòñÿ
ðàâíûå ÔÀË. Ïðèâåäåííàÿ ñõåìà íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ïðèâåäåííîé, åñëè â íåé íåò ýêâèâà-
ëåíòíûõ âåðøèí.

Äëÿ ìíîæåñòâà ÔÀË G, G ⊆ P2(n), ÷åðåç ~G áóäåì îáîçíà÷àòü ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç
âñåõ ðàçëè÷íûõ ÔÀË ìíîæåñòâà G, óïîðÿäî÷åííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ íîìåðàìè èõ ñòîëáöîâ
çíà÷åíèé. Ïðè ýòîì ñèñòåìó ÔÀË ~P2(n) áóäåì íàçûâàòü óíèâåðñàëüíîé ñèñòåìîé ïîðÿäêà
n.

Ëåììà. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n â UCÁ ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíàÿ ÑÔÝ Un ïîðÿäêà
n, ñëîæíîñòü êîòîðîé ðàâíà 22n − n.

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Â UCÁ ñóùåñòâóåò ñèñòåìà ôîðìóë, ðåàëèçóþùàÿ ñèñòåìó ÔÀË
~P2(n). Ïîñëå ïðèñîåäèíåíèÿ ýêâèâàëåíòíûõ âåðøèí è óäàëåíèÿ âèñÿ÷èõ âåðøèí, ïîëó÷èòñÿ

ÑÔÝ Un, ó êîòîðîé ðîâíî 22n âåðøèí, âêëþ÷àÿ n âõîäîâ (ôóíêöèé â ~P2(n) ðîâíî 22n , âñå
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âåðøèíû ðàçëè÷íû, çíà÷èò, ìû íå ìîæåì ïîëó÷èòü íè áîëüøå, íè ìåíüøå âåðøèí). Ïîëó÷èì
L(Un) = 22n . �

Ñëåäñòâèå. LCÁ( ~P2(n)) ≤ 22n − n.
Ëåììà. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà: LC( ~Qn) ≤ 2n +O(n · 2n2 ),

LK( ~Qn) ≤ 2n+1 − 2, LC( ~Jn) ≤ 2n +O(n · 2n2 ), LK( ~Jn) ≤ 2n+2 − 4, Lπ(µn) ≤ 3 · 2n − 2, LΦ(µn) ≤
2n+2 − 3, LC(ln) ≤ 4n− 4, LC(ln) ≤ 4n− 4 + b 1

nc.
Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Ðàçîáüåì ÁÏ X(n) íà äâå ãðóïïû x′ = (x1, . . . , xq), x

′′ =
(xq+1, . . . , xn), q = dn2 e. Äåøèôðàòîðû Σ′,Σ′′ � îò x′, x′′ ñîîòâåòñòâåííî, ðåàëèçóþùèå ñâîè
ñèñòåìû ÝÊ ïî ïåðâîé ëåììå. Îáúåäèíèì ñõåìû, êîíúþíêòèðóÿ êàæäóþ ïàðó âûõîäîâ. Äëÿ
ýòîãî ïîíàäîáèòñÿ 2n ÔÝ &, èõ âûõîäû ñ÷èòàåì âûõîäîì Σ. Ïîëó÷èì äâà äåøèôðàòîðà ñëîæ-
íîñòüþ n · 2n2 è 2n ÔÝ &. Îòêóäà è âûõîäÿò íåðàâåíñòâà äëÿ LC( ~Qn) è LC( ~Jn).

Äëÿ LK( ~Qn) ïîñòðîèì (1, 2n)-ÊÄ. Åãî ñëîæíîñòü 2n+1 − 2. Ñëîæíîñòü èíâåðñíîé ñõåìû

(ñõåìû äëÿ ~Jn) íå ïðåâîñõîäèò åå áîëåå, ÷åì â äâà ðàçà.
Äëÿ Lπ(µn) ïîñòðîèì (1, 2n)-ÊÄ. Åãî âûõîäû ñîåäèíèì ñ âûõîäîì ìóëüòèïëåêñîðà êîíòàê-

òàìè ñ ïîìåòêàìè y0, . . . , y2n−1. Ñëîæíîñòü ïîëó÷èâøåéñÿ ñõåìû áóäåò 3·2n−2. Ïðîìîäåëèðóÿ
π-ñõåìó, ïîëó÷èì ôîðìóëó ñëîæíîñòè 4 · 2n − 3 (íàäî ïðîñòî àêêóðàòíî ðàñïèñàòü ìîäåëèðî-
âàíèå ÊÄ).

Ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ x1 ⊕ x2 � Σ⊕2 èìååò ñëîæíîñòü 4. Σ⊕n ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé n − 1
ñõåìû Σ⊕2 . Ñõåìà äëÿ ln ïîëó÷àåòñÿ èç ñõåìû äëÿ ln çàìåíîé âñåõ ÔÝ & íà ∨ è âñåõ ÔÝ ∨ íà
&. �

�2

Ëåììà. Åñëè ÔÀË f(x1, . . . , xn) ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âñåõ ñâîèõ ÁÏ, òî LC(f) ≥ n−1,
LK(f) ≥ n. Åñëè ïðè ýòîì ÔÀË f íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ÔÀË (êàæäàÿ ÁÏ xi, i ∈ [1, k],
íå ÿâëÿåòñÿ íè ìîíîòîííîé, íè èíìîíîòîííîé ÁÏ ÔÀË f), òî LC(f) ≥ n (cîîòâåòñòâåííî,
LK(f) ≥ n+ k).

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Åñëè ÔÀË f ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âñåõ ÁÏ, òî ðàíã ìèíèìàëü-
íîé ÑÔÝ Σf íå ìåíüøå n. Òîãäà LC(f) ≥ L∨,&(Σf ) ≥ n − 1. Åñëè ÔÀË f íå ìîíîòîííà, òî
äîëæåí áûòü åùå õîòÿ áû îäèí ÔÝ ¬, ïîýòîìó LC(f) ≥ n.

Ïîñêîëüêó ÔÀË f ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âñåõ ÁÏ, â ìèíèìàëüíîé ÊÑ Σf äîëæíû áûòü
êîíòàêòû ñ ïîìåòêàìè xi èëè x̄i, i ∈ [1, n]. Åñëè ïðè ýòîì k ÁÏ íå ÿâëÿþòñÿ íè ìîíîòîííûìè,
íè èíìîíîòîííûìè ÁÏ ÔÀË f , òî â Σf äîëæíî áûòü k çàìûêàþùèõ è k ðàçìûêàþùèõ
êîíòàêòîâ. Òàêèì îáðàçîì, LK(f) ≥ n+ k. �

Ñëåäñòâèå. LC(ln) ≥ n, LK(ln) ≥ 2n, LC(µn) ≥ 2n + n, LK(µn) ≥ 2n + 2n.
Ëåììà. Äëÿ ñèñòåìû F = (f1, . . . , fm), ñîñòîÿùåé èç ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ÔÀË îòëè÷íûõ

îò êîíñòàíò (îò ïåðåìåííûõ), ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî LK(F ) ≥ m (ñîîòâåòñòâåííî, LCÁ(F ) ≥
m).

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. ΣF � ïðèâåäåííàÿ (1,m)-ÊÑ, ðåàëèçóþùàÿ F . ΣF � ñâÿçíûé ãðàô
ñ íå ìåíåå, ÷åì m + 1 âåðøèíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, L(ΣF ) ≥ |V (ΣF )| − 1 ≥ m. Âòîðîå íåðàâåí-
ñòâî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî fi, i ∈ [1,m] ðåàëèçóþòñÿ íà ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ âûõîäàõ ÑÔÝ,
îòëè÷íûõ îò åå âõîäîâ. �

Ñëåäñòâèå. LC( ~Qn) ≥ 2n, LK( ~Qn) ≥ 2n, LC( ~Jn) ≥ 2n, LK( ~Jn) ≥ 2n, LCÁ( ~P2(n)) ≥ 22n − n,
LK( ~P2(n)) ≥ 22n − 2.

Çàìå÷àíèå Â ñèëó ñëåäñòâèÿ óíèâåðñàëüíàÿ ÑÔÝ Un, ïîñòðîåííàÿ â ëåììå 1.3, ÿâëÿåòñÿ
ìèíèìàëüíîé ïî ñëîæíîñòè ÑÔÝ â êëàññå UCÁ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç U(Ψ, n) ìíîæåñòâî òåõ ñõåì Σ, Σ ∈ U , êîòîðûå ðåàëèçóþò îäíó ÔÀË èç
P2(n) è äëÿ êîòîðûõ Ψ(Σ) ≤ Ψ. Cëåäóþùåå �ìîùíîñòíîå� ðàâåíñòâî âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåí-
íî èç îïðåäåëåíèé: ||U(Ψ(n), n)|| = 22n

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî n è äåéñòâèòåëüíûõ Ψ̂, δ, ãäå 0 <
δ < 1, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ||U(Ψ̂, n)|| ≤ δ · 22n , òî Ψ(f) ≥ Ψ̂

Ëåììà. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a, y, q èç íåðàâåíñòâ a log q > 1,

(ay)y ≥ q, ñëåäóåò íåðàâåíñòâî y ≥ log q
log(a log q) (1 + log log(a log q)

log(ae log q) ), ãäå e � îñíîâàíèå íàòóðàëüíîãî

ëîãàðèôìà, à èç íåðàâåíñòâ a > 1, ay ≥ q � íåðàâåíñòâî y ≥ log q
log a .

18



Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Âòîðîå íåðàâåíñòâî âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ
ëîãàðèôìà. Äîêàæåì ïåðâîå íåðàâåíñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà a = 1, log q > 1. Âîçüìåì
y′ ðàâíûì ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà. Òîãäà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî y′ log y′ ≤ log q, è ïîëó÷èì,
÷òî äîêàçûàåìîå íåðàâåíñòâî âåðíî, èñïîëüçóÿ óñëîâèå (ay)y ≥ q. Ïðè a > 0, (ay)y ≥ q
ýêâèâàëåíòíî (ay)ay ≥ qa. È äîêàçûâàåìîå íåðàâåñòâî ïîëó÷àåòñÿ èç y ≥ y′ çàìåíîé y íà ay
è log q íà a log q. �

Òåîðåìà. Äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ε = ε(n), n = 1, 2, . . . , òàêîé, ÷òî ε(n) ≥ 0
ïðè n ≥ n0 è ε(n) ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè n ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, äëÿ ïî÷òè âñåõ ÔÀË
f, f ∈ P2(n), âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà LC(f) ≥ (1 + ε(n)) 2n

n , L
Φ(f) ≥ (1− ε(n)) 2n

logn , L
K(f) ≥

(1− ε(n)) 2n

n , L
π(f) ≥ (1− ε(n)) 2n

logn , D(f) ≥ n− log log n− ε(n).

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâàìè ||UC(L, n)|| ≤ (8(L + n))L+1,
||UΦ(L, n)|| ≤ (8n)L+1, ||UK(L, n)|| ≤ (8nL)L. À òàêæå çàìå÷àíèåì î òîì, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòî-

ðûõ n, Ψ̂, 0 < δ < 1 âûïîëíÿåòñÿ ||U(Ψ̂, n)|| ≤ δ · 22n , òî Ψ(f) ≥ Ψ̂ äëÿ íå ìåíåå ÷åì (1− δ) · 22n

ÔÀË f èç P2(n). Èñêîìûå íåðàâåíñòâà ïîëó÷èì, ïîäñòàâëÿÿ îñîáûì îáðàçîì ïîäîáðàííûå
δ, a, y è q â ïðåäûäóùóþ ëåììó è óêàçàííîå óòâåðæäåíèå. �

Ñëåäñòâèå. LC(n) & 2n

n , L
Φ(n) & 2n

logn , L
K(n) & 2n

n , L
π(n) & 2n

logn .

�3

Ëåììà. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n è σ ∈ B âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà: LK(lσn) ≤ 4n −
4 +

⌊
1
n

⌋
, LK( ~P2(n)) ≤ 2 · 22n .

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Îöåíêà äëÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç ïîñòðîåíèÿ

ñõåìû Êàðäî. Ïðè ýòîì
⌊

1
n

⌋
íóæíî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà n = 1. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âòîðîé îöåíêè

îáðàòèìñÿ ê Ìèõàèëó. �
Òåîðåìà. Äëÿ ôóíêöèé Øåííîíà LK(n) è LC(n) âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ: LK(n) . 4 2n

n ,

LC(n) . 8 2n

n .
Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Ïðèìåíèì ìåòîä Øåííîíà ñèíòåçà ÔÀË ïóòåì ðàçëîæåíèÿ

ôóíêöèè ïî (n−q) ïîñëåäíèì ïåðåìåííûì. ÊÑ (ÑÔÝ) äëÿ ÔÀË f ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóïåð-
ïîçèöèþ óíèâåðñàëüíîãî ìíîãîïîëþñíèêà ïîðÿäêà q è ìóëüòèïëåêñîðà ïîðÿäêà (n− q). Âçÿâ
ïàðàìåòð q íóæíûì îáðàçîì, à òàêæå âîñïîëüçîâàâøèñü ðåçóëüòàòîì ïðåäûäóùèõ îöåíîê
ñëîæíîñòè ýòèõ ñõåì ïîëó÷èì òðåáóåìûå îöåíêè. �

�4

Äèçúþíêòèâíî-óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî (ÄÓÌ) ïîðÿäêà m è ðàíãà p � ìíîæå-
ñòâî ÔÀË G,G ⊆ P2(m) òàêîå, ÷òî ëþáàÿ ÔÀË g, g ∈ P2(m), ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå
g = g1 ∨ . . . ∨ gp, ãäå gi ∈ G ïðè âñåõ i, i = 1, . . . , p. Ñòàíäàðòíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ òàêèõ
ìíîæåñòâ ñâÿçàí ñ ðàçáèåíèÿìè åäèíè÷íîãî êóáà.

Π = (π1, . . . , πp) � ðàçáèåíèå êóáà B
m, è ïóñòü äëÿ âñåõ i, i = 1, . . . , p, ÔÀË ψi(x1, . . . , x,)

� õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ÔÀË ìíîæåñòâà πi, à G
(i) � ìíîæåñòâî âñåõ òåõ ÔÀË g, g ∈ P2(m),

êîòîðûå îáðàùàþòñÿ â 0 âíå πi. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà ÔÀË G âèäà G = G(1) ∪ . . . ∪ G(p)

ÿâëÿåòñÿ ÄÓÌ ïîðÿäêà m è ðàíãà p. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáàÿ ÔÀË g, g ∈ P2(m), ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå g = g1 ∨ . . . ∨ gp, ãäå gi = ψig è, ñëåäîâàòåëüíî, gi ∈ G(i) äëÿ âñåõ i, i =
1, . . . , p. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà G(i), i = 1, . . . , p, ðàâíà 2si , ãäå si = |πi|,
è ÷òî ìíîæåñòâî G(i) ∩ G(j) ñîñòîèò èç ÔÀË, òîæäåñòâåííî ðàâíîé 0, åñëè 1 ≤ i < j ≤ p.

Ñëåäîâàòåëüíî, λ = |G| =
p∑
i=1

|G(i)| − (p − 1) ≤
p∑
i=1

2si ≤ p2s, ãäå s = max
1≤i≤p

si. Òàêîå ÄÓÌ G

� ÄÓÌ, ñâÿçàííîå ñ ðàçáèåíèåì Π. Êîìïîíåíòû ðàçáèåíèÿ Π � ïîëîñû ÄÓÌ G, ÔÀË
χδ1 , . . . , χδp � õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÔÀË. Çàìåòèì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÔÀË ïîïàðíî
îðòîãîíàëüíû, òî åñòü îäíîâðåìåííî â 1 íå îáðàùàþòñÿ, è ïðèíàäëåæàò G. Ïðåäñòàâëåíèå
g = g1 ∨ . . . ∨ gp â ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìîãî ÄÓÌ G ðàâíîñèëüíî g = ψ1g1 ∨ . . . ∨ ψpgp.

Ñòàíäàðòíîå ÄÓÌ � ÄÓÌ ïîðÿäêà m è âûñîòû s, ãäå s ≤ 2m, ñâÿçàííîå ñ ðàçáèåíèåì
Π = (π1, . . . , πp) êóáà B

m íà ïîñëåäîâàòåëüíûå îòðåçêè, äëÿ êîòîðîãî íîìåð ëþáîãî íàáîðà
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èç ìíîæåñòâà πi ìåíüøå íîìåðà ëþáîãî íàáîðà èç ìíîæåñòâà πj , åñëè i < j, è âûïîëíåíû

ñîîòíîøåíèÿ p =
⌈

2m

s

⌉
, s1 = s2 = · · · = sp−1 = s, sp = 2m − (p− 1)s ≤ s.

Ëåììà. Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ p,m è s, ãäå p =
⌈

2m

s

⌉
, ñóùåñòâóåò ñòàíäàðòíîå ÄÓÌ

G ïîðÿäêà m è âûñîòû s, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ÄÓÌ ðàíãà p è äëÿ êîòîðîãî:

1. λ = |G| ≤ p2s

2. ñèñòåìà èç p îðòîãîíàëüíûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ψ1, . . . , ψp ÄÓÌ G îáëàäàåò òåì ñâîé-
ñòâîì, ÷òî äëÿ ëþáîé ÔÀË g, g ∈ P2(m), è íåêîòîðûõ ÔÀË g1, . . . , gp èç G ñïðàâåäëèâî
íå òîëüêî ïðåäñòàâëåíèå g = g1 ∨ . . . ∨ gp, íî è g = ψ1g1 ∨ . . . ∨ ψpgp.

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Ïî ïîñòðîåíèþ ñòàíäàðòíîãî ÄÓÌ. �
Òåîðåìà. Ìåòîä Ëóïàíîâà. Äëÿ ëþáîé ÔÀË f, f ∈ P2(n), ñóùåñòâóåò ðåàëèçóþùàÿ åå

ÑÔÝ Σf ,Σf ∈ UC , òàêàÿ, ÷òî L(Σf ) ≤ 2n

n (1 + 5 logn+O(1)
n ).

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Êàê è â ìåòîäå Øåííîíà, ðàçëîæèì ÔÀË f ïî (n−q) ïîñëåäíèì
ïåðåìåííûì. Íàéäåì ÑÔÝ, ðåàëèçóþùóþ ÔÀË f , â âèäå Σf = Σ′′(Σ′), ãäå Σ′′ � ìóëüòèïëåêñîð
ïîðÿäêà (n − q), à Σ′ ðåàëèçóåò ñèñòåìó ôóíêöèé, êîòîðàÿ ðåàëèçóåò âñå ÔÀË âèäà fσ′′(x

′),
ãäå x′ = (x1, . . . , xq), σ

′′ ∈ Bn−q, è fσ′′(x′) = f(x′, σ′′). Êàæäàÿ òàêàÿ ÔÀË áóäåò ðåàëèçîâàíà,
êàê äèçúþíêöèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÔÀË ñòàíäàðòíîãî ÄÓÌ G.

Ïîñòðîèì ñòàíäàðòíîå ÄÓÌ G ïîðÿäêà q è âûñîòû s ≤ 2q. ΣG � ÑÔÝ, êîòîðàÿ ðåàëè-
çóåò ñèñòåìó ÔÀË ~G è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå ñõåì, ïîñòðîåííûå ìîäåëèðîâàíèåì
ôóíêöèé èõ ñîâåðøåííûìè ÄÍÔ. Â G íå áîëåå p · 2s ôóíêöèé, â êàæäîé èç êîòîðûõ íå áî-
ëåå 2q åäèíèö. Òîãäà, ïî ëåììå î ñëîæíîñòè ÔÑÝ, ðåàëèçóþùåé ñîâåðøåííóþ ÄÍÔ ôóíêöèè,
ïîëó÷èì: L(ΣG) ≤ 3p2s+q. Ñëîæíîñòü ìóëüòèïëåêñîðà óæå ðàññìàòðèâàëàñü. L(Σ′′) ≤ 4 ·2n−q.

Äëÿ ðåàëèçàöèè êàæäîé ÔÀË fσ′′(x
′) íóæíî (p− 1) ÔÝ ∨. Âñåãî òàêèõ ÔÀË 2n−q. Òàêèì

îáðàçîì ïîëó÷èì ñõåìó Σ′: L(Σ′) = 2n−q(p−1)+L(ΣG). L(Σf ) ≤ 2n−q(p−1)+4 ·2n−q+3p2s+q.
Âçÿâ ïàðàìåòðû s,m, q íóæíûì îáðàçîì, ïîëó÷èì òðåáóåìóþ îöåíêó. �

Ñëåäñòâèå. LC(n) ∼ 2n

n .

�5

Ìíîæåñòâî δ, δ ⊆ Bq, íàçûâàåòñÿ m-ðåãóëÿðíûì ìíîæåñòâîì íàáîðîâ êóáà Bq, åñëè m <
q, |δ| = 2m è âñå ïðåôèêñû äëèíû m íàáîðîâ èç δ ðàçëè÷íû. m-ðåãóëÿðíîìó ìíîæåñòâó δ, δ ⊆
Bq, ìîæíî âçàèìíîîäíîçíà÷íî ñîïîñòàâèòü ñèñòåìó ÔÀË ψ = (ψ1, . . . , ψq−m) èç P q−m2 (m) òàê,
÷òî íàáîð α = (β, γ), ãäå β ∈ Bm è γ ∈ Bq−m, ïðèíàäëåæèò δ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ψ(β) = γ. Ëþáàÿ ÔÀË g, g ∈ P2(q), ñîâïàäàåò íà m-ðåãóëÿðíîì ìíîæåñòâå íàáîðîâ δ, δ ⊆ Bq,
ñ íåêîòîðîé ÔÀË èç P2(m), åñëè ðàññìàòðèâàòü P2(m), êàê ìíîæåñòâî âñåõ ÔÀË èç P2(q) ñ
íåñóùåñòâåííûìè ÁÏ xm+1, . . . , xq. Ïðè ýòîì ëþáàÿ ÔÀË èç ñâÿçàííîé ñ δ ñèñòåìû ôóíêöèé
ñîâïàäàåò íà δ ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ÁÏ êóáà Bq.

Ëåììà. Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ m,λ è q = m + λ è äëÿ ëþáîé ñèñòåìû ÔÀË g =
(g1, . . . , gλ) èç Pλ2 (m) ñóùåñòâóåò m-ðåãóëÿðíîå ðàçáèåíèå ∆ = (δ1, . . . , δ2q−m) êóáà Bq òàêîå,
÷òî ëþáàÿ ÔÀË gi íà ëþáîé êîìïîíåíòå δj ñîâïàäàåò ëèáî ñ îäíîé èç ÁÏ xm+1, . . . , xq, ëèáî
ñ åå îòðèöàíèåì.

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Ïîÿñíþ, ÷òî èìååòñÿ â âèäó ïîä �ëþáàÿ ÔÀË gi íà ëþáîé êîì-
ïîíåíòå δj ñîâïàäàåò ëèáî ñ îäíîé èç ÁÏ xm+1, . . . , xq, ëèáî ñ åå îòðèöàíèåì�. Ýòî çíà÷èò,
÷òî ñòîëáåö çíà÷åíèé ëþáîé ÔÀË gi íà ïåðâûõ m ïåðåìåííûõ íàáîðîâ èç δj ñîâïàäàåò ñî
ñòîëáöîì çíà÷åíèé îäíîé èç ÁÏ xm+1, . . . , xq, ëèáî ñ åãî îòðèöàíèåì.

Â êà÷åñòâå δ1 ìû áåðåì m-ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî, îòâå÷àþùåå ñèñòåìå ÔÀË g =
(g1, . . . , gλ). ×òîáû ïîëó÷èòü δ2, . . . , δ2q−m , ìû âñåìè âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè íàêëàäûâàåì
îòðèöàíèå íà (q−m) ïîñëåäíèõ ñòîëáöîâ. Ëþáîé íàáîð èç Bq åñòü â δ ñ òî÷íîñòüþ äî (q−m)
ïîñëåäíèõ ñòîëáöîâ. Ïîñêîëüêó ìû ïåðåáèðàëè âñå âîçìîæíûå îòðèöàíèÿ (q−m) ïîñëåäíèõ
ñòîëáöîâ, â îäíîì èç δi íàéäåòñÿ èñêîìûé íàáîð. Èç ýòîãî è èç òîãî, ÷òî |∆| = 2q ïîëó÷àåì,
÷òî ∆ � ðàçáèåíèå Bq. �

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîé ÔÀË f, f ∈ P2(n), â UΦ ñóùåñòâóåò ðåàëèçóþùàÿ åå ôîðìóëà Ff ,
äëÿ êîòîðîé L(Ff ) ≤ 2n

logn (1 + 2 log logn+O(1)
logn ).
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Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Ïîñòðîèì ñòàíäàðòíîå ÄÓÌ G ïîðÿäêà m è âûñîòû s ≤ 2m,
|G| = λ, q = m + λ, ∆ = (δ1, . . . , δ2λ) � ðàçáèåíèå Bq, ïîëó÷åííîå äëÿ ~G ïî ïðåäûäó-

ùåé ëåììå. Ïîñòðîèì äëÿ f ôîðìóëó, èìåþùóþ âèä F̃f =
2λ∨
i=1

Ui(x′)F̂n−q(x′′, J0̃,i, . . . , J1̃,i).

F̂n−q(x′′, y0, . . . , y2n−q−1) � ìóëüòèïëåêñîð ïîðÿäêà (n − q), Ui, i ∈ [1, 2λ] � ñîâåðøåííàÿ ÄÍÔ
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ÔÀË δi, Jσ′′,i ìîäåëèðóåò ÔÀË f íà êîìïîíåíòå δi. Ïîñëå îïòèìèçà-

öèè F̃f ïî ÷èñëó îòðèöàíèé, ïîëó÷èì L&,∨(Ff ) ≤ 2q−m(q · 2m + (p − 1)2n−q + 3 · 2n−q),
L¬(Ff ) ≤ q · 2q + 2 · 2n−m. Âçÿâ m è s ïðàâèëüíûì îáðàçîì, ïîëó÷èì íåîáõîäèìóþ îöåí-
êó. �

Çàìå÷àíèå. Óñòàíîâëåííàÿ îöåíêà ñïðàâåäëèâà è äëÿ ñëîæíîñòè π-ñõåìû Σ̃f , êîòîðàÿ ìî-

äåëèðóåò ïîñòðîåííóþ â õîäå ïîëó÷åíèÿ ôîðìóëû Ff ôîðìóëó F̃f ñ ïîäíÿòûìè îòðèöàíèÿìè
è ðåàëèçóåò ÔÀË f .

Çàìå÷àíèå. Alt(F̃f ) ≤ Alt(F̂n−q) + 3.
Ñëåäñòâèå. LΦ(n) ∼ 2n

logn , L
π(n) ∼ 2n

logn .

Òåîðåìà. Äëÿ n = 1, 2, . . . âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî D(n) ≤ n− log log n+O(1).
Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Âìåñòî ìóëüòèïëåêñîðà èç ïðåäûäóùåãî äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò

âçÿòü ÊÄ ïîðÿäêà (n− q). Îòêóäà è ïîëó÷èì òðåáóåìóþ îöåíêó.
Ñëåäñòâèå. D(n) = n− log log n±O(1).
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Òåîðåìà. Àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèé ìåòîä. Äëÿ ëþáîé ÔÀË f, f ∈ P2(n), ñóùå-
ñòâóåò ðåàëèçóþùàÿ åå ÊÑ Σf òàêàÿ, ÷òî L(Σf ) ≤ 2n

n (1 +O( 1√
n

)).

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Ïîñòðîèì ñòàíäàðòíîå ÄÓÌ G ïîðÿäêà m è âûñîòû s ≤ 2m,
|G| = p, q = m+ p. ψ1, . . . , ψp � õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè G. ∆ = (δ1, . . . , δ2p) � ðàçáèåíèå

Bq, ïîëó÷åííîå äëÿ ~G. Ïî ñâîéñòâàì äàííîãî ðàçáèåíèÿ, ëþáàÿ ÔÀË g, g ∈ P2(q) íà ëþáîé
êîìïîíåíòå ðàçáèåíèÿ âèäà δ1 ⊕ α, ãäå α = (0, . . . , 0, αm+1, . . . , αm+p) ñîâïàäàåò ñ ÔÀË ǧ =

x
ᾱm+1

m+1 · g1 ∨ . . . ∨ x
ᾱq
q · gp, ãäå gi = gψi.

Ïóñòü q = m + p, ΣG � (1, λ)-ÊÑ, ðåàëèçóþùàÿ ñèñòåìó ÔÀË ~G íà îñíîâå ÊÄ. Ïîñòðîèì
2p (1, 2n−q)-ÊÑ, êîòîðûå ñîäåðæàò ÊÑ ΣG â êà÷åñòâå ïîäñõåìû è ðåàëèçóþò êàæäóþ ÔÀË
ǧσ′′ . Σ′ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå îòîæäåñòâëåíèÿ âõîäîâ âñåõ ïîñòðîåííûõ ÊÑ.

Σ′′ ñòðîèì, êàê ÊÑ, ðåàëèçóþùóþ ñòîëáåö èç âñåõ ÔÀË âèäà χi(x
′) · xσq+1

q+1 . . . xσnn . Ñòðîèì
îáúåäèíåíèåì 2p ÊÄ ïîðÿäêà (2n−q, 1) è (2p, 1) ÊÄ, ðåàëèçóþùèì χi îòîæäåñòâëåíèåì âûõî-
äîâ. Σf = Σ′′(Σ′). L(Σf ) ≤ (p+ 2)2n−m+ (λ+ 1)2q+1. Âçÿâ ïàðàìåòðû m è s íóæíûì îáðàçîì,
ïîëó÷èì íåîáõîäèìóþ îöåíêó. �

Ñëåäñòâèå. LK(n) ∼ 2n

n .
Çàìå÷àíèå. Ïîñòðîåííóþ ÊÑ Σf ìîæíî ðàçáèòü íà íå áîëåå, ÷åì λp · 2p + 2n−m+1 + (λ +

1)2q+1 = O( 2n

n
√
n

) �çâåçä�, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç êîíòàêòîâ îäíîãî è òîãî æå òèïà.

�7

Q,Q = Q(1),Q(2), . . . ,Q(n), . . ., ãäå Q ⊆ P2 è Q(n) = Q∩ P2(n), n = 1, 2, . . ..
Ψ(Q(n)) = max

f∈Q(n)
Ψ(f).

||U(Ψ(Q(n)), n)|| ≥ |Q(n)|.
Ëåììà. Äëÿ êëàññà Ôàë Q òàêîãî, ÷òî n = o( log |Q(n)|

log log |Q(n)| )(log n = o(log log |Q(n)|)), âû-
ïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå íåðàâåíñòâà LC(Q(n)) & log |Q(n)|

log log |Q(n)| , (ñîîòâåòñòâåííî

LK(Q(n)) & log |Q(n)|
log log |Q(n)| ).

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïîñëåäíåé òåîðåìå âòîðîãî ïàðàãðàôà.
Ëåììà. Åñëè ðàçäåëèòåëüíàÿ ïî âûõîäàì (1,m)-ÊÑ Σ ðåàëèçóåò m ðàçëè÷íûõ ÔÀË,

îòëè÷íûõ îò 0, òî L(Σ) ≥ 2m− 2.
Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Σ � ñâÿçíàÿ ÊÑ. Èç åå ðàçäåëèòåëüíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ∀α, α ∈ Bn

ñåòü Σ|α ñîñòîèò íå ìåíåå ÷åì èç m êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Çíà÷èò, áûëî óäàëåíî íå ìåíåå, ÷åì
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m−1 êîíòàêòîâ. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì, ÷òî |E(Σ|ᾱ)| ≥ m−1. Ñóììèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî ïî
âñåì íàáîðàì êóáà Bn è ó÷èòûâàÿ, ÷òî êàæäûé êîíòàêò ÊÑ Σ íå ïðîâîäèò ðîâíî íà ïîëîâèíå
âñåõ íàáîðîâ (êàæäûé êîíòàêò áûë ïîñ÷èòàí ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêî íàáîðîâ îí ïðîâîäèò, òî
åñòü 2n−1 ðàç) ïîëó÷èì 2n−1L(Σ) ≥ 2n(m − 1). Îòêóäà è ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî.
�

Ñëåäñòâèå. Êîíòàêòíîå äåðåâî ïîðÿäêà n ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ðàçäåëèòåëüíîé (1, 2n)-
ÊÑ, ðåàëèçóþùåé ñèñòåìó ÔÀË Qn.

Ëåììà. Åñëè ñèñòåìà ÔÀË F = (f1, . . . , fm) ñîñòîèò èç ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ÔÀË îò ÁÏ

X(n), îòëè÷íûõ îò 0 è 1, òî LK(F ) ≥ 21−n
m∑
j=1

|Nfj |.

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. ∀α, α ∈ Bn â ñåòè Σ|α èìååòñÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè, âêëþ-
÷àþùàÿ âõîä è ñòîëüêî âûõîäîâ, ñêîëüêî ôóíêöèé îáðàùàþòñÿ â åäèíèöó íà α. Îòñþäà
ïîëó÷èì |E(Σ|α)| ≥ f1(α) + · · · + fm(α). Ñóììèðóÿ íåðàâåíñòâî âî âñåì íàáîðàì ïîëó÷èì

2n−1L(Σ) ≥
m∑
j=1

|Nfj |.

Ñëåäñòâèå. LK(Jn) ≥ 2n+1 − 2.

Ëåììà. Äëÿ n = 1, 2, . . . âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà LK( ~Qn) ≤ 2n + O( 2n

n ), LK( ~Jn) ≤
2n+1 +O( 2n

n ).
Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Âûáåðåì ïàðàìåòðû: λ = 2m, q = m+ λ, q ≤ n. ∆ = (δ1, . . . , δ2λ)

� m-ðåãóëÿðíîå ðàçáèåíèå êóáà Bq, îòâå÷àþùåå ñèñòåìå ~Qm � ñèñòåìå ÔÀË èç ÝÊ ðàíãà m.
Ëþáàÿ ÝÊ ðàíãà q � K(x′) = xσ1

1 . . . x
σq
q , σ′ = (σ1, . . . , σq) ∈ δi ñîâïàäàåò íà ìíîæåñòâå δi ñ

îäíîé èç ÝÊ ñèñòåìû ~Qm. Èíà÷å ãîâîðÿ, ñîâïàäàåò ñ ÁÏ x
ασ′
jσ′

, m+1 ≤ jσ′ ≤ q, ασ′ ∈ B. Ëþáàÿ
ÝÊ K = xσ1

1 . . . xσnn ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå K = χi(x
′) · xασ′jσ′

·Kσ′′(x
′′).

(1, 2λ)-ÊÑ Σ′ ðåàëèçóåò ñèñòåìó ÔÀË ~χ îáúåäèíåíèåì ÊÑ äëÿ χi, ïîñòðîåííûõ íà îñíîâå

èõ ñîâåðøåííûõ ÄÍÔ. Kσ′′(x
′′) ðåàëèçóþòñÿ ÊÄ. Ïîëó÷àåòñÿ ñõåìà Σ

(&)
n .

Â ñõåìå Σ
(&)
n 2λ ïîäñõåì ñëîæíîñòüþ q2m (ñëîæíîñòü Σ′i) + 2n−q+1 − 2 (ñëîæíîñòü ÊÄ

ïîðÿäêà n− q) + 2n−q · λ (ê êàæäîìó èç âûõîäîâ ÊÄ ïðèñîåäèíåíî λ êîíòàêòîâ). Ïîëó÷àåì

L(Σ
(&)
n ) = 2λ(q2m+2n−q+1−2+λ2n−q). Âñïîìíèì, ÷òî λ = q−m, ðàñêðîåì ñêîáêè è ïîëó÷èì:

L(Σ
(&)
n ) = λ2n−m + 2n−m+1 + q2q. Îòêóäà è ïîëó÷èì òðåáóåìóþ îöåíêó. �
Ñëåäñòâèå. LK( ~Qn) ∼ 2n, LK( ~Jn) ∼ 2n+1.
Ëåììà. Äëÿ n = 1, 2, . . . âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà Lπ(µn) ≤ 2 · 2n + O( 2n

n ), LC(µn) ≤
2 ·2n+O( 2n

n ), D(µn) ≤ n+6, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò òàêàÿ ðåàëèçàöèÿ ÔÀË µn è áåñïîâòîðíàÿ ïî
èíôîðìàöèîííûì ÁÏ ôîðìóëà Fn ñ ïîäíÿòûìè îòðèöàíèÿìè, ãëóáèíà êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò
ïîñëåäíåìó èç íèõ, àëüòåðíèðîâàíèå íå áîëüøå 3, à ñëîæíîñòü íå ïðåâîñõîäèò 7 · 2n.

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Èñêîìàÿ π-ñõåìà Σn ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðèñîåäèíåíèÿ ê

êàæäîìó èç âûõîäîâ Σ
(&)
n ñîîòâåòñòâóþùåé åìó èíôîðìàöèîííîé ÁÏ è îòîæäåñòâëåíèÿ êîí-

öåâûõ âåðøèí âñåõ òàêèõ êîíòàêòîâ â âûõîäíóþ âåðøèíó Σn. ÑÔÝ Sn ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìó-
ëû, ìîäåëèðóþùåé Σn â ðåçóëüòàòå ïðèâåäåíèÿ âåðøèí, ñîîòâåòñòâóþùèõ ÔÝ ¬.

Ôîðìóëó F̃n ïîñòðîèì ìîäåëèðîâàíèåì ÊÑ Σn. Ôîðìóëó Fn ïîëó÷èì èç íåå îïòèìèçàöèåé
ïî ãëóáèíå. Ïîëó÷èì ôîðìóëó, îáëàäàþùóþ âñåìè íåîáõîäèìûìè ñâîéñòâàìè. �

Ëåììà. Åñëè äëÿ ÔÀË f, f ∈ P2(n), è äëÿ ëþáîãî σ, σ ∈ B, ÔÀË fσ(x1, . . . , xn−1, σ) 6≡ 0, 1,
òî LC&,∨ ≥ min{LC&,∨(f0), LC&,∨(f1)}+ 2.

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Ïóñòü Σ � ìèíèìàëüíàÿ ïî ÷èñëó ÔÝ & è ∨ ÑÔÝ èç êëàññà UC ,
êîòîðàÿ ðåàëèçóåò ÔÀË f è êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò öåïî÷åê èç äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåí-
íûõ ÔÝ ¬. Ïóñòü êîíñòàíòà σ, σ ∈ B ðàâíà 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÁÏ xn ïîäàåòñÿ â Σ
ëèáî íà âõîä ÔÝ &, ëèáî íà âõîä ÔÝ ¬, âûõîä êîòîðîãî ïîñòóïàåò íà âõîä ÔÝ ∨. Òîãäà ïðè
ïîäñòàíîâêå σ âìåñòî xn è ÝÏ íà îñíîâå òîæäåñòâ ïîäñòàíîâêè êîíñòàíò áóäóò óäàëåíû ïî
êðàéíåé ìåðå äâà ÔÝ òèïà & èëè ∨. �

Ñëåäñòâèå. LC(µn) ≥ 2n+1 + n− 2.
Ñëåäñòâèå. LC(µn) ∼ 2n+1.
Ñëåäñòâèå. n+ 1 ≤ D(µn) ≤ n+ 6.
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Ïóñòü (Σ, È) � ìîäåëü íåíàäåæíîé ñõåìû Σ ñ âîçìîæíûìè ñîñòîÿíèÿìè Σ = Σ1,Σ2, . . . ,Σs,
â êîòîðûõ ðåàëèçóþòñÿ ÔÀË f = f1, f2, . . . , fs ñîîòâåòñòâåííî îò ÁÏ X(n), îïðåäåëåííûå
íà ìíîæåñòâå íàáîðîâ A = {α1, . . . , αp} ⊆ Bn. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó M , M ∈ Bp,s, ãäå
M〈i, j〉 = fj(αi), ñ÷èòàÿ, ÷òî i-é ñòðîêå (j-ìó ñòîëáöó) ýòîé òàáëèöû ñîîòâåòñòâóåò íàáîð
αi (ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèÿ fj è ñîñòîÿíèå Σj). Ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç ðàçëè÷íûõ ñòîëáöîâ
(ñòðîê) íàçûâàåòñÿ îòäåëèìîé ïî ñòîëáöàì (ñîîòâåòñòâåííî ñòðîêàì) ìàòðèöåé.

Êàæäîìó êëàññó íåîòëè÷èìûõ ñîñòîÿíèé ìîäåëè (Σ, È) ñîîòâåòñòâóåò ãðóïïà îäèíàêîâûõ
ñòîëáöîâ ìàòðèöû M è ðàññìîòðèì îòäåëèìóþ ïî ñòîëáöàì M̂ ìàòðèöó, ñîñòîÿùóþ èç âñåõ
ðàçëè÷íûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû M . Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäûé ñòîëáåö ìàòðèöû M̂
ñâÿçàí ñ ñîîòâåòñòâóþùèì êëàññîì íåîòëè÷èìîñòè ñîñòîÿíèé ìîäåëè (Σ, È), è áóäåì íàçûâàòü
M̂ òàáëèöåé êîíòðîëÿ äàííîé ìîäåëè.

Ìíîæåñòâî N , ñîñòîÿùåå èç òåõ íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð ðàçëè÷íûõ ÷èñåë îòðåçêà [1, s], äëÿ
êîòîðûõ ïàðû ñîñòîÿíèé (ñòîëáöîâ ìàòðèöû M) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íîìåðàìè íåîáõîäèìî
îòëè÷àòü äðóã îò äðóãà, ñðàâíèâàÿ çíà÷åíèÿ, ðàñïîëîæåííûå â òåõ èëè èíûõ ñòðîêàõ äàííîé
ïàðû ñòîëáöîâ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè N ñîñòîèò èç âñåõ ïàð óêàçàííîãî âèäà, òî öåëüþ êîíòðîëÿ
ÿâëÿåòñÿ äèàãíîñòèêà ñõåìû, à åñëè N = {(1, 2), . . . , (1, t)}, òî � ïðîâåðêà èñïðàâíîñòè
ñõåìû.

Ìíîæåñòâî ñòðîê ìàòðèöû M ñ íîìåðàìè èç T , T ⊆ [1, p], íàçûâàåòñÿ òåñòîì äëÿ ìàò-
ðèöû M îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà N , èëè, èíà÷å, òåñòîì äëÿ (M,N ), åñëè äëÿ ëþáîé
ïàðû (i, j) èç N ñóùåñòâóåò t, t ∈ T , òàêîå, ÷òî M〈t, i〉 6= M〈t, j〉. Ìîùíîñòü òåñòà íàçûâàåòñÿ
òàêæå åãî äëèíîé.

Òåñò, êîòîðûé ïåðåñòàåò áûòü òåñòîì ïðè óäàëåíèè ëþáîé ñâîåé ñòðîêè, íàçûâàåòñÿ òó-
ïèêîâûì, à òåñò, êîòîðûé èìååò ìèíèìàëüíóþ ìîùíîñòü, � ìèíèìàëüíûì. Â òîì ñëó÷àå,
êîãäà öåëüþ êîíòðîëÿ ÿâëÿåòñÿ äèàãíîñòèêà ñõåìû (ïðîâåðêà èñïðàâíîñòè ñõåìû), òåñò íà-
çûâàåòñÿ äèàãíîñòè÷åñêèì (ñîîòâåòñòâåííî ïðîâåðÿþùèì).

Ìíîæåñòâî íàáîðîâ τ, τ ⊆ A, îáðàçóåò òåñò äëÿ ìîäåëè (Σ, È) îòíîñèòåëüíî öåëè
êîíòðîëÿ N , èëè, èíà÷å, òåñò äëÿ (Σ, È, N ), åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå íàáîðàì èç τ ñòðîêè
ìàòðèöû M îáðàçóþò òåñò äëÿ (M , N ).

Ñîïîñòàâèì i-é ñòðîêå, i ∈ [1, p], ìàòðèöûM ÁÏ yi, à êàæäîìó íàáîðó β, β ∈ Bp, çíà÷åíèé
ýòèõ ïåðåìåííûõ y = (y1, . . . , yp) � ìíîæåñòâî ñòðîê ìàòðèöû M ñ íîìåðàìè èç ìíîæåñòâà
I = I(β) ⊆ [1, p], ãäå i ∈ I(β) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà β〈i〉 = 1. Ðàññìîòðèì ÔÀË F (y),
äëÿ êîòîðîé F (β) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà ñòðîê ìàòðèöû M ñ íîìåðàìè èç
I(β) îáðàçóåò òåñò äëÿ (M , N ), è áóäåì íàçûâàòü ýòó ÔÀË ôóíêöèåé òåñòà äëÿ (M , N ).

Ëåììà. Ôóíêöèÿ òåñòà f(y1, . . . , yp) äëÿ îòäåëèìîé ïî ñòîëáöàì ìàòðèöû M , M ∈ Bp,s, è

öåëè êîíòðîëÿ N ìîæåò áûòü çàäàíà ñ ïîìîùüþ ÊÍÔ f(y1, . . . , yp) =
∧

(i,j)∈N

 ∨
1≤t≤p

M〈t,i〉6=M〈t,j〉

yt


Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. ÔÀË òåñòà F äëÿ ïàðû (M,N ) ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ÔÀË

ïîêðûòèÿ äëÿ ìàòðèöû M è îáðàòíî. Òàê ÷òî ëåììà âåðíà ñîãëàñíî ïåðâîé ëåììå øåñòîãî
ïàðàãðàôà ïåðâîé ãëàâû. �

Ñëåäñòâèå. Êàæäàÿ ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ âèäà yt1 · · · ytr ñîêðàùåííîé ÄÍÔ ôóíê-
öèè f(y1, . . . , yp), ïîëó÷àþùàÿñÿ èç ÊÍÔ ëåììû â ðåçóëüòàòå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ
ïîäîáíûõ, ñîîòâåòñòâóåò òóïèêîâîìó òåñòó, ñâÿçàííîìó ñ ìíîæåñòâîì T = {t1, . . . , tr} è îá-
ðàòíî.

Ëåììà. Äëèíà ëþáîãî òóïèêîâîãî äèàãíîñòè÷åñêîãî òåñòà äëÿ îòäåëèìîé ïî ñòîëáöàì
ìàòðèöû èç ìíîæåñòâà Bp,s çàêëþ÷åíà â ïðåäåëàõ îò dlog se äî (s− 1).

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Ïóñòü M ∈ Bp,s è ïåðâûå t ñòðîê ìàòðèöû M îáðàçóþò åå òóïè-
êîâûé äèàãíîñòè÷åñêèé òåñò. M̂ - ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç ïåðâûõ t ñòðîê ìàòðèöû M . ×èñëî
ðàçëè÷íûõ áóëåâûõ ñòîëáöîâ âûñîòû t ðàâíî 2t. Ïîñêîëüêó âñå s ñòîëáöîâ ðàçëè÷íû, s ≤ 2t,
òî åñòü t ≥ dlog se.
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∀q, q ∈ [1, t] îïðåäåëèì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè: m′ ∼
q
m′′ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñòîëáöû m′,m′′ ìàòðèöû M̂ ñîâïàäàþò â ñòðîêàõ ñ íîìåðàìè èç [1, q]. ×èñëî êëàññîâ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè � θ(q). Ïîñêîëüêó òåñò òóïèêîâûé, θ(q) < θ(q+1). Ïîñêîëüêó òåñò äèàãíîñòè÷åñêèé,
θ(t) = s. Ïîëó÷àåì 1 = θ(0) < θ(1) < · · · < θ(t) = s, òî åñòü t ≤ (s− 1). �

Ëåììà. Ïóñòü ϕ(s), t(s) è p(s) � öåëî÷èñëåííûå íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè íàòóðàëüíîãî
àðãóìåíòà s, äëÿ êîòîðûõ t(s) = d2 log se + ϕ(s), p(s) ≥ t(s), ϕ(s) −→

s→∞
∞. Òîãäà ó ïî÷òè âñåõ

îòäåëèìûõ ïî ñòîëáöàì ìàòðèö èç Bp(s),s ïåðâûå t(s) ñòðîê îáðàçóþò äèàãíîñòè÷åñêèé òåñò.
Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Îöåíèì êîëè÷åñòâî çàäàííûõ ìàòðèö Bp(s),s: 2t(2t − 1) . . . (2t −

s+ 1) · 2(p−t)s = 2ps(1− 1
2t ) . . . (1−

(s−1)
2t ). Èõ äîëÿ ñðåäè âñåõ îòäåëèìûõ ïî ñòîëáöàì ìàòðèö

èç Bp,s (2ps) íå ìåíüøå, ÷åì (1 − 1
2t ) . . . (1 −

(s−1)
2t ) ≥ 1 − s2

2t ≥ 1 − 2−2ϕ(s), ÷òî ñòðåìèòñÿ ê 1
ïðè s ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. �

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáîé íåîòðèöàòåëüíîé è íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè ϕ(s)
ó ïî÷òè âñåõ îòäåëèìûõ ïî ñòîëáöàì ìàòðèö èç Bp,s äëèíà ìèíèìàëüíîãî äèàãíîñòè÷åñêîãî
òåñòà íå áîëüøå, ÷åì 2 log s+ ϕ(s).

�2

Êîíòàêòû ðàññìàòðèâàåìûõ ÊÑ ìîãóò âûõîäèòü èç ñòðîÿ, ïåðåõîäÿ â îäíî èç äâóõ âîçìîæ-
íûõ íåèñïðàâíûõ ñîñòîÿíèé: ñîñòîÿíèå îáðûâà, êîãäà êîíòàêò íå ïðîâîäèò, è ñîñòîÿíèå
çàìûêàíèÿ, êîãäà êîíòàêò ïðîâîäèò ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ óïðàâëÿþùåé èì ÁÏ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÊÑ Σ ÿâëÿåòñÿ (p, q) - ñàìîêîððåêòèðóþùåéñÿ ÊÑ èëè, èíà÷å,
êîððåêòèðóåò p îáðûâîâ è q çàìûêàíèé, ãäå p ≥ 0 è q ≥ 0, åñëè ëþáàÿ ÊÑ Σ′, êîòîðàÿ ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíà èç ÊÑ Σ â ðåçóëüòàòå îáðûâà íå áîëåå ÷åì p, è çàìûêàíèÿ íå áîëåå, ÷åì q,
êîíòàêòîâ, ýêâèâàëåíòíà Σ.

Ëåììà. Äëÿ ëþáûõ p ≥ 0, q ≥ 0 è ëþáîé ÊÑ Σ ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé ÊÑ Σ′,Σ′ ∈
UK(p,q), äëÿ êîòîðîé L(Σ′) ≤ (p+ 1)(q + 1)L(Σ).

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Ñõåìà ñòðîèòñÿ ïóòåì ïàðàëëåëüíîãî è (èëè) ïîñëåäîâàòåëüíîãî
äóáëèðîâàíèÿ êîíòàêòîâ. �

Áóäåì íàçûâàòü îäíîðîäíîé ëþáóþ ñâÿçíóþ ÊÑ ñ íåðàçäåëåííûìè ïîëþñàìè, ñîñòîÿ-
ùóþ èç êîíòàêòîâ îäíîãî è òîãî æå òèïà. Ïðåäñòàâëåíèå ÊÑ Σ â âèäå îáúåäèíåíèÿ åå îäíî-
ðîäíûõ ïîäñõåì áåç îáùèõ êîíòàêòîâ áóäåì íàçûâàòü îäíîðîäíûì ðàçáèåíèåì ÊÑ Σ, à
ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ïîäñõåì â òàêèõ ðàçáèåíèÿõ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ζ(Σ).

Ëåììà. Äëÿ ëþáîé ÊÑ Σ ñóùåñòâóþò ýêâèâàëåíòíûå åé (1, 0)- è (0, 1)-
ñàìîêîððåêòèðóþùèåñÿ ÊÑ Σ′ è Σ′′ ñîîòâåòñòâåííî òàêèå, ÷òî L(Σ′) ≤ L(Σ) + ζ(Σ), L(Σ′′) ≤
L(Σ) + ζ(Σ).

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Ñòðîèòñÿ çàìåíîé îäíîðîäíûõ ìåòåëîê íà öèêëû (çâåçäû). �
Ââåäåì ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ Øåííîíà LK(p,q)(n) = max

f∈P2(n)
LK(p,q)(f). Î÷åâèäíî, ÷òî

LK(f) ≤ LK(p,q)(f);LK(n) ≤ LK(p,q)(n)

Òåîðåìà Äëÿ n = 1, 2, . . . èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà: LK(1,0)(n) ∼
LK(0,1)(n) ∼ 2n

n
Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Íèæíèå îöåíêè ñëåäóþò èç ïåðâîé òåîðåìû âòîðîãî ïàðàãðàôà

òðåòüåé ãëàâû. Âåðõíèå îöåíêè ñëåäóþò èç ïåðâîé òåîðåìû øåñòîãî ïàðàãðàôà òðåòüåé ãëàâû
è çàìå÷àíèÿ ê íåé. ζ(Σf ) = o( 2n

n
√
n

). Òàê ÷òî ñóùåñòâóþò ÊÑ, êîòîðûå ðåàëèçóþò ÔÀË f ñî

ñëîæíîñòüþ, àñèìïòîòè÷åñêè íå ïðåâîñõîäÿùåé 2n

n . �
Ëåììà. Äëÿ n = 1, 2, . . . èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà LK(0,1)(ln) = LK(0,1)(l̄n) = 4n.

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Äëÿ êàæäîãî σ, σ ∈ B, èç âõîäà (âûõîäà) ýòîé ñõåìû, ïðîâåäåì
êîíòàêò âèäà xσn (x

σ
1 ) â âåðøèíó, ñîåäèíåííóþ êîíòàêòîì âèäà xσ̄n (x

σ̄
q ) ñ åå âûõîäîì (âõîäîì).
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